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3.4 Wirbelsätze

Lösungen

Aufgabe 1

Mit

∇×v=(e x ∂
∂ x +e y

∂
∂y +ez

∂
∂ z )×(vx e x+vy e y+v z ez )

=(
∂v z
∂y −

∂vy
∂ z )ex+(

∂v x
∂ z −

∂v z
∂ x )e y+(

∂v y
∂ x −

∂v x
∂ y )ez

folgt

∇⋅(∇×v )=(e x ∂
∂ x +e y

∂
∂ y +ez

∂
∂ z )

⋅((∂v z∂ y −
∂vy
∂ z )e x+(

∂v x
∂ z −

∂v z
∂ x )e y+(

∂vy
∂ x −

∂v x
∂y )e z)

=
∂
2v z

∂ x∂ y−
∂
2vy

∂ x∂ z +
∂
2vx

∂ z∂ y−
∂
2v z

∂ x∂ y +
∂
2v y

∂ z∂ x−
∂
2v x

∂ y∂ z=0 .

Aufgabe 2

Mit 

∇ ϕ=
∂ϕ

∂ x ex+
∂ϕ

∂ y e y+
∂ϕ

∂ z e z

gilt:

∇×( ∇ ϕ )=(
∂

∂ x e x+
∂
∂ y e y+

∂
∂ z ez)×(

∂ ϕ

∂ x ex+
∂ ϕ

∂ y e y+
∂ϕ

∂ z e z)
=

∂
2
ϕ

∂ x∂ y e x×e y+
∂
2
ϕ

∂ x ∂ z ex×e z+
∂
2
ϕ

∂ y ∂ x ey×ex+
∂
2
ϕ

∂ y∂ z e y×ez

+
∂
2
ϕ

∂ z∂ x ez×ex+
∂
2
ϕ

∂ z∂y ez×ey

=( ∂
2
ϕ

∂ x ∂y−
∂
2
ϕ

∂ y∂ x )ex×e y+( ∂
2
ϕ

∂ x ∂z−
∂
2
ϕ

∂ z∂ x )e x×ez
+( ∂

2
ϕ

∂ y∂ z−
∂
2
ϕ

∂z∂ y )e y×ez=0

3. Grundlagen der Aerodynamik 21.08.20



Aeroelastik 3.4-2 Prof. Dr. Wandinger

Aufgabe 3

a) Endlicher gerader Abschnitt  

Das Gesetz von Biot-Savart lautet:

v(P )=− Γ
4 π

∫
A

B
(r P−s )×d s

|r P−s|
3

Die Abbildung zeigt:

s=r A+λ rAB , 0≤λ≤1

r AB=rB−rA
r P−s=rP−rA−λ rAB

=rAP−λ rAB
Daraus folgt:

d s=rAB d λ

(rP−s )×d s=(r AP−λ rAB )×r AB d λ=rAP×rAB d λ=−rAB×rAP d λ

|r P−s|
2
=r AP⋅rAP−2 rAP⋅rAB λ+rAB⋅r AB λ

2

Mit 

c=r AP⋅rAP=|r AP|
2 , b=−2 rAP rAB , a=r AB⋅rAB=|r AB|

2

gilt:

|rP−s|=√aλ2
+b λ+c

Damit folgt:

v(P )= Γ
4π

(rAB×rAP )∫
0

1 d λ
(aλ2

+b λ+c )
3/2

Mit Δ=4 a c−b2  berechnet sich das Integral zu

∫
0

1
d λ

(aλ2
+b λ+c )3/ 2

=[
4aλ+2b

Δ√aλ2
+b λ+c ]λ=0

λ=1

=
1
Δ ( 4a+2 b√a+b+c

−
2 b
√c ) .

Mit der Lagrangeschen Identität

(a×b )⋅(c×d )=(a⋅c ) (b⋅d )− (b⋅c ) (a⋅d )

folgt

Δ=4 ( (rAB⋅rAB ) (rAP⋅r AP )−(r AP⋅rAB )
2
)=4 (rAB×rAP )⋅(r AB×rAP )

=4|rAB×rAP|
2 .
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Die übrigen Terme berechnen sich zu

4 a+2 b=4 ( rAB⋅rAB−r AP⋅rAB )=4 rAB ( rAB−rAP )=−4 rAB⋅r BP ,

a+b+c=r AB⋅rAB−2 rAP⋅r AB+rAP⋅rAP= (rAB−rAP )⋅(r AB−rAP )

=|rAB−rAP|
2
=|rBP|

2  

und
2 b
√c

=−4
r AP⋅rAB
|rAP|

.

Einsetzen in das Gesetz von Biot-Savart ergibt:

v(P )= Γ
4π

rAB×rAP
4|rAB×rAP|

2 (−4
rAB⋅r BP
|rBP|

+4
rAP⋅r AB
|rAP| )

= Γ
4π

rAB×rAP
|rAB×rAP|

2 (
r AB⋅rAP
|rAP|

−
rAB⋅rBP
|rBP| )

Wegen

r AB×rAP=(rAP−rBP )×rAP=−rBP×rAP=rAP×rBP
gilt auch:

v(P )= Γ
4π

rAP×rBP
|r AP×rBP|

2 (
rAB⋅rAP
|rAP|

−
rAB⋅r BP
|rBP| )

b) Halbunendlicher gerader Abschnitt  

Der Beitrag einer im Punkt A beginnenden, durch B verlaufenden Halbgera-
den ergibt sich als Grenzwert λ→∞ aus dem Ergebnis für die Strecke AB. Mit 

∫
0

∞ d λ
(aλ2

+b λ+c )
3/ 2=[

4aλ+2 b
Δ√aλ2

+b λ+c ]λ=0

λ→∞

=
1
Δ ( 4a√a−

2 b
√c )

=
1

|rAB×rAP|
2 (|rAB|+

rAP⋅rAB
|r AP| )

=
1 /|rAB|

|rAB /|rAB|×rAP|
2 (1+

rAB⋅rAP
|r AB||r AP|)

folgt:

v(P )= Γ
4π

rAB /|rAB|×r AP
|r AB /|rAB|×r AP|

2 (1+
r AB
|r AB|

⋅
rAP
|rAP|)
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c) Unendlicher Wirbelfaden  

In diesem Fall geht die untere Integrationsgrenze gegen minus unendlich und 
die obere gegen unendlich. Mit 

∫
−∞

∞ d λ
(aλ 2

+b λ+c )
3 /2=[

4a λ+2 b
Δ√a λ2

+b λ+c ]λ→−∞

λ→∞

=
1
Δ ( 4a√a +

4a
√a )=

8√a
Δ

=
2|rAB|

|rAB×rAP|
2=

2
|rAB|

1

|r AB /|rAB|×r AP|
2

folgt:

v(P )= Γ
2π

r AB/|r AB|×rAP
|rAB /|r AB|×rAP|

2

d) Unendlicher Wirbelfaden entlang der   y  -Achse  

Für einen Wirbelfaden entlang der y-Achse gilt: 
r AB
|r AB|

=e y

Wird für Punkt A der Ursprung des Koordinatensystems gewählt, so gilt

r AP=rP=x e x+y e y+z ez
und

r AB
|r AB|

×rAP=e y×( x ex+y ey+z ez )=z e x−x ez .

Für die Geschwindigkeit folgt:

v(P )= Γ
2π

z e x−x e z
x2+z2
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