Aeroelastik 3.5-1

3.5 Potentialstromungen

Prof. Dr. Wandinger

Losungen
Aufgabe 1
Mit
8r Lor y 2, _X

Vi==—e+ Ot re+rey+re :
folgt zunachst

Vo= < sV r= Qx3_ 0 Tlxe+ye,+ze,|

Tr dwr 4nr
und daraus
Vo=l (o (x|, 0 (y),0(z)-0[3_3[x

Aufgabe 2
Mit

Vr=Ze+2e,

r r
folgt zun&chst
__0 __0

V®—2anr—2nr2(xex+ze)

und daraus
Vo=ll|o(x),o(zll0[2_2(x 2

V(V(D)_zn ax 2 +aZ }"2) _275 r2 r3 r +r —O .
Aufgabe 3
Es muss gelten:

oP_T _z2 ob__ T _x

a.x 2.75 x2+Z2 aZ 23-5 x2+Z2

Integration der linken Gleichung ergibt
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Q)(x,z)zﬁarctan +f(z)

mit einer beliebigen Funktion £(z).

Ableiten nach z ergibt
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0z 21
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Die rechte Gleichung ist erfullt far
af _ =
dz_o - f(z)=C=const.

Die Funktion

—
d(x,z)= > arctan
mit einer beliebigen Konstanten C erfillt also die Bedingungen. Da die Kon-
stante keinen Einfluss auf das Stromungsfeld hat, kann sie zu null gesetzt

werden.

X+C

Aufgabe 4
Mit
oe_1r 1 1_T _ 2z
ox 2m 1+£2z 27 Pyt
Z
und
oo_Tr 1 ([ x\__ T x
Oz 2m  [xV\ 2] 2mx’+d
4
folgt:
P, D_T | —2xz 2xz |_o
ox> 07° 2m|(P+2f (242
Aufgabe 5

Wenn der Weg den Ursprung nicht umschliel3t, ist das Strémungsfeld in dem
gesamten vom Weg umschlossenen Gebiet definiert. Mit dem Integralsatz
von Stokes folgt:
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$v-ds=[IVxv|-e,dS
C S

Dabei ist S das vom Weg C umschlossene Gebiet.

Wegen
V4
~V/|L X C
14 V 2narctan
(vgl. Aufgabe 3) und V x|V ®|=0 gilt
V xv=0 im gesamten Gebiet S und damit
$v-ds=0 . 0
¢ >
X

Aufgabe 6

Das Stromungsfeld ist im gesamten von den
Wegen C; und -C, umschlossenen Gebiet §
definiert. Dabei ist -C, der in umgekehrter 1
Richtung durchlaufene Weg C.. Nach Aufga-

be 5 gilt daher:

0= ¢ vds=¢v-ds+§ vds
C

C,—C, —-C,
Mit
¢ vds=—v-ds
-G, C,
folgt:
$v-ds=$v-ds
C, C,
Aufgabe 7

Zunachst wird der Weg C, betrach-
tet, der aus dem in umgekehrter
Richtung durchlaufenen Weg C, den
Kreisen C, um die Wirbel sowie ge-
raden Strecken besteht. Da die ge-
raden Strecken in beiden Richtun-
gen durchlaufen werden, liefern sie
keinen Beitrag zur Zirkulation.

Da in dem vom Weg C, umschlos-
senen Gebiet G keine Wirbel liegen,
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gilt:

0:45 v-dszgﬁ v-ds+z gﬁv'ds
-C n C,

C()

Daraus folgt:

$v-ds=Y $v-ds=>.T,
C n C, n
Aufgabe 8

a) Potentialgleichung

Zunéchst qilt:

VoV u V| |l=nv (v

Mit
2[ 1) _
\% (7)_0
(vgl. Aufgabe 1) folgt: V*®=0

b) Geschwindigkeitsfeld

Mit
1 \_ 1 __Xe.tye,+ze,  x
v dmr 4nr2vr dur’ 4ur
(vgl. Aufgabe 1) gilt fur das Potential:
M-x
D(x)=
( ) A’

Fur das Geschwindigkeitsfeld folgt:

M M- x 1
v(x)_4rcr3 47 v

1

_ 1 1
4n

Arr’

M-x
r

X

r

+

M 3(M-x)£

3 4
r r r

M-3

3
r

Aufgabe 9

a) Potentialgleichung

Mit
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folgt:
M-x
2nr’

VZ

__M
B ZTCV

Vo

b) Geschwindigkeitsfeld

Es qilt:

M-x
r

_ 1

1 (M _
2" 2m

2
r

M-x
3
r

1
2nr

£3 £3

2

-

c) Geschwindigkeitsfeld flir M = Me,

Fur den Geschwindigkeitsvektor gilt:

X X
rr

X

v(x,z)=

2
2nr

Fur seine Komponenten folgt:
2

X
1-2%
,,

2 2
Z —X
4
r

v (x, 7)==
* 2mnr

M
VZ(X, Z):_ nf4z

_M
2n

Zur Veranschaulichung der Stromung werden die Stromlinien berechnet. Die
Stromlinien sind die H6henlinien einer entlang der Stromlinien konstanten
Funktion ¥, die als Stromfunktion bezeichnet wird. Entlang einer Stromlinie
muss also gelten:

d¥Y _ow oV . _
d ox "oz v, =0

Die Gleichung ist erfullt far

2.2
ow__, _Mxz pw_ _Mz-x

8X_ z J-cr4 ’ 6Z_ X_ZJE r4
Mit

X0 (ygl. Aufgabe 1)

r o0x gl. 9

lautet die linke Gleichung:
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OW_Mzor_ Mz §

1
0x gnrP0x  2mox|;

r

Daraus folgt

Mz, t(2)

lp(x’z):_an

mit einer beliebigen Funktion f(z).
Ableiten nach z ergibt

1 _,zor\ df M

r P 0z dz 2mr’

Die Ableitung stimmt mit v, Gberein, wenn die
Funktion f(z) konstant ist. Die Konstante hat
keinen Einfluss auf die Stromlinien und kann
daher zu null gesetzt werden.

ov__ M
0z 21

Fur die Stromlinien gilt: ‘P(X,Z):—anz =C

Daraus folgt

22,2 M

rr=x"+z= 2ncz—2RZ
mit einer neuen Konstanten

__ M

~ 4nC -

Damit lautet die Gleichung fir die Stromlinien

5 5 \.____‘-..--- ---._‘_/
xX+77—2Rz=0 1 e

oder
x*+7°—2Rz+R’=x"+(z—RI’=R" .

Die letzte Gleichung zeigt, dass die Stromlinien Kreise mit den Mittelpunkten
(0, R) und den Radien IRI sind. Alle Kreise berthren die x-Achse.

Aufgabe 10

a) Differenzialgleichungssystem

Die Randbedingung, dass die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu
den beiden Wéanden null sein muss, lasst sich mithilfe von drei gespiegelten
Wirbeln erfillen, siehe Abbildung 10.1.
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Fur die Koordinaten, an denen die
Wirbel sitzen, gilt:

AZ
2 1
1 * ¢ T r
e @ e - -G
3 X < | L .
4 * = “r ro X
Fur den Geschwindigkeitsvektor, (3 S @
den ein Wirbel am Ort (xp, zp) IM
Punkt (x, z) induziert, gilt:
_ I 2= 23p
"ToanT 2 Abbildung 10.1: Wirbelsystem
S D

z _ﬁ F2
ri=(x—x,)+(z~2})

Die Geschwindigkeit, mit der sich Wirbel 1 bewegt, ist gleich der von den Wir-
beln 2 bis 4 an seinem Ort induzierten Geschwindigkeit:

, =T 2z 2z \_r( z _z|__r xz

xT o (2x)2+(2z)2 (2z)2 47 X2+Z2 Zz 41 Zz(xz_l_zz)
v:_r _ 2x + 2x __ I x _x|_T xz’

y s (2x)2 (2X)2+(2Z)2 41 X2+Zz | 4n xz(x2+zz)

Damit lautet das Differenzialgleichungssystem flir die Bewegung des Wirbels:
2 2

T X ._ T <

EE 2(X*+7°) M x(x*+z%)

b) Numerische Lésung des Differenzialgleichungssystems

Das folgende GNU Octave-Skript berechnet die Bahn des Wirbels und stellt
sie graphisch dar:

# Ubungsblatt 3.5, Aufgabe 10:
#

# Bewegung eines Wirbels in einem Winkel

#

set (0, "defaultlinelinewidth", 2);
set (0, "defaultaxesfontsize", 12);

file = mfilename () ;
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# Daten

x0(1) = 3; x0(2) 0.5; % Startwerte

T = 5; % Simulationsdauer
dt = 0.01; % Zeitschritt
p = 0.001; % Zeitdauer fiir die Darstellung eines

% Punktes der Bahn
# Differenzialgleichung
function xdot = v(x, t)

xsq = x(1)*2; zsq = x(2)*2;
rsq = Xsq + zsq;

xdot (1) = - xsq / (x(2) * rsq);
xdot (2) = zsq / (x(1) * rsq);
end

# Integration

t
X

0 : dt : T;
lsode("v", x0, t);

# Dastellung der Bahn

figure(l, "position", [100, 100, 500, 500],
"paperposition", [0, O, 7, 71);

comet (x(:, 1), x(:, 2), p);

grid;

axis ([0, x0(1), 0, x0(1)1);

xlabel('x'); ylabel('z');

print ([file, ".jpg"], "-djpg");

Die berechnete Bahnkurve ist in Abbildung 10.2 dargestellt.
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Abbildung 10.2: Bahnkurve des Wirbels
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