20.08.20
1. Transport-Theoreme

* Transport-Theoreme beschreiben die zeitliche Ableitung
von Integralen Uber zeitabhangige Integrationsgebiete.

* Das Reynolds-Transport-Theorem beschreibt die zeitliche
Ableitung des Integrals Uber ein mitschwimmendes Volu-
men, d. h. ein Volumen, dessen Berandung sich mit der
Stromungsgeschwindigkeit bewegt. Es enthalt daher zu
jedem Zeitpunkt dieselbe Flussigkeit.

* Mithilfe des Reynolds-Transport-Theorems lassen sich die
Stromungsgleichungen aus den Erhaltungsséatzen der
Mechanik herleiten.
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20.08.20
1. Transport-Theoreme

e Jacobi-Matrix:

- Selx=x(x,, t) eine umkehrbare differenzierbare Abbildung,
die ein Gebiet V,cIR’ auf ein Gebiet V (z)<IR*abbildet.

- Ist ¢(x)=¢(x(x,,¢)) ein differenzierbares skalares Feld,
dann gilt far den Gradienten:

' 0o Ox; 0x, O0x;3|[0¢
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20.08.20

1. Transport-Theoreme

- Mit der Jacobi-Matrix

[ ox, O0x, O0x;
00Xy Oxq OXy

)= ox, O0x, 0Xx;
0xy,, OXp OXgy

ox, O0x, Ox;

OXys OXg3 OXgs

und dem Nabla-Operator
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- Die Umkehrung ist
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1. Transport-Theoreme

O Vol=lT"V,o
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20.08.20
1. Transport-Theoreme

- Die inverse Matrix kann mithilfe der Determinante J =det([J])
und der algebraischen Komplemente J  dargestellt werden:

LI Ja T
[‘” :7 Jio Jun Jpn
_J13 J J33_

- Das algebraische Komplement J  ist die Determinante der
Matrix, die durch Streichen der m-ten Zeile und der n-ten
Spalte entsteht, multipliziert mit (-1)»» (Vorzeichen nach der
Schachbrettregel):
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1. Transport-Theoreme

20.08.20

- Belspiele:

J11=

0x, OXx;
00Xy OXp
0xX, OXx;
OXo; OXp;
ox, 0Ox,
00Xy OXp
ox, 0x,
OXy; OXp;

0x, OXx;
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OXy; O Xy
0x, OXx;
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20.08.20
1. Transport-Theoreme

e Zeitableitung der Jacobi-Determinante:

- Mit der Produktregel folgt aus der Regel von Sarrus:

Oox, Ox, Ox4 ox, 0x, 0Xx; ox, 0x, 0Ox;
OXop OXo Oxgp| |Oxo; Oxgp OXxgy| |OXxg; OXxop 0Xgy
Oox, Ox, O0x4 ox, 0x, 0Xx; ox, 0x, 0Ox;
OXgy OXgy OXgp| |OXgp OXgp OXgy| |OXgy OXgp OXg
O0x;, 00X, 0OXx; Oox;, OXx, O0Xx; ox;, Ox, OX;

OXy3 OXg3 OXgs| |Oxg3 OXxg3 OXgp3| |OXg3 OXg3 0 X3
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20.08.20
1. Transport-Theoreme

- Entwickeln der einzelnen Determinanten jewells nach der
Spalte, die die Zeitableitung enthalt, ergibt:

]:-QELJ +f§l1 +§3LJ +-§3i1 +§fif +§§1J
Oxg, "M Oxgp 2 Oxp3 3 1 0xy; 2 Oxpp 2 Oxyp3 2
. 0 X5 8x3j ax3J
00Xy, (9)602 237 OXg3

. 0
- Mit J, =J ;}f’" folgt nach der Kettenregel:

n

ﬁxl 8x2 0 X,
8x1 8x2 0 X5

J=J =JV -i=Jdiv(x)
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1. Transport-Theoreme

* Reynolds-Transport-Theorem flr skalare Felder:

- Sel ¢(x, 1) ein skalares Feld und V(¢) ein mitschwimmendes
Volumen, d. h. ein Volumen, dessen Berandung sich mit der
Stromungsgeschwindigkeit beweqt.

- Dann qilt:
%meq)(x,;)dvz%!()q)(x(xo,t),t)](t)dvo
:J(g—?+x Vq))JdVO+Jq)(x(xo,t),t)]dvo
= 0 (g—?+x-V¢+¢V-5codV
V(t)
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1. Transport-Theoreme

- Mit der Stromungsgeschwindigkeit v=x% und

v-Vo+oVr=V-(¢v
folgt:

* Reynolds-Transport-Theorem flr Vektorfelder:

- Sel w(x, t) ein Vektorfeld und V() ein mitschwimmendes Vo-
lumen.
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1. Transport-Theoreme

- Dann gilt:
f w(x,t)dV=— f
V(1) V
f(%— +(x-V)w )Jdvo+fw(x<xo,f>’f)JdVo

xo, (t)dVO

- Mit der Stromungsgeschwindigkeit v=x folgt:

(vV)w+wV v

d
EVJ;) (X 4 dV f)
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1. Transport-Theoreme

* Transport-Theorem flr Kurvenintegrale:

- Sel w(x, t) ein Vektorfeld und C(¢) eine mitschwimmende
Kurve, die die mitschwimmenden Punkte A und B verbindet.

- Die Kurve wird beschrieben durch die zeitabhangige Abbil-

dung
x=x(s,t) mit x(s,,1)=x,(¢), x(s5,¢t)=x5(z) und E=v.
- Dann gilt:
d _d | dx
Ec“([)w ds—dtiw(x(s,t),t) 7 (s,1)ds
_([{ow, dx dx
= (8t +x-V)w|- - ds+fw ds
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1. Transport-Theoreme

- Damit ist gezeigt:

- Fur w=v qgilt fir das zweite Integral auf der rechten Seite:

fvﬂd—

1
s zf%(v v)dszz(vB-vB—vA-vA)

- F0r eine geschlossene Kurve (A = B) folgt daraus:

%45 v-ds=¢ %+(v-V)v)-ds
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