20.08.20
4. Wirbelsatze

e Wirbelvektor:

- Der Wirbelvektor ist definiert durch

(DZVXVI

- Er beschreibt die Drehung einer Stromung.

- Aus der fur jedes Vektorfeld w gultigen Beziehung

V (Vxw)=0 folgt:
V:0=0 I

Wirbellinien sind Kurven, deren Tangente in jedem Punkt
parallel zum Wirbelvektor ist.
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- Die Wirbellinien, die zu einem bestimmten Zeitpunkt durch
eine Kurve gehen, bilden eine Wirbelflache.

g
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- Der Integralsatz von Sto-

* Zirkulation
. . . kes verknulpft die Zirkula-
- Die Z_lr_kul_atlon Ist definiert tion mit dem Wirbelvek-
als Linienintegral der Ge- tor:
schwindigkeit langs einer '
geschlossenen Kurve: fu)'ndS:¢ vods=T
S oS

p
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e Wirbelsatze von Helmholtz:

- Wegen V x|V ¢|=0 fir alle skalaren Felder ¢ folgt durch
Bilden der Rotation aus der Impulsgleichung:

V xEE-V x(vx |V x)=0

- Damit gilt fir den Wirbelvektor:

%—(;):VX(VX(D)

- Ist der Wirbelvektor in einem Gebiet null, so bleibt er dort
fur alle Zeiten null.
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Mit VXivxo|=v(V-o)-o(Vv)+(o-V)r—(vV)w
folgt wegen V-w=0:

a—‘” +(rV)o+o(Vv/=(0- V)

Integration tber ein mitschwimmendes Volumen ergibt:
% | wav= [ (0-V)vav
V(1)

Ist der Wirbelvektor in einem mitschwimmenden Volumen
null, so bleibt er fur alle Zeiten null.
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e Wirbelsatz von Kelvin:

- Aus dem Transport-Theorem fur Kurvenintegrale folgt fur
die zeitliche Anderung der Zirkulation Uber eine mit-
schwimmende geschlossene Kurve:

dl’ d ov
= vds=P |[=—+(»-V)v
dt dt CSE) C%) ot

-d s

- Mit der Impulsgleichung folgt:

ov 1 _
CSE) E+(v-V)v -ds——mcgé)Vp-ds—O
- Damit ist gezeigt: %:O
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- Die Zirkulation tber eine mitschwimmende geschlossene
Kurve ist zeitlich konstant.

e Wirbelrbhre:

- Wirbellinien, die zu einem bestimmten Zeitpunkt durch eine
geschlossene Kurve gehen, bilden eine Wirbelréhre.
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- Fur ein Volumen V, das durch eine Flache S, auf einer Wir-
belrohre und zwei Flachen §, und S, , die die Wirbelrohre
schneiden, begrenzt wird, gilt:

O=fV-de=f oo-ndS+f w-ndS+f w-ndS
1% S, S, S3

- Das Integral Uber S, ist null, da dort der Wirbelvektor senk-
recht zum Normalenvektor ist.

- Mitn, =-n auf S, und n, = n auf S, folgt:

f w-nldS:f w-n,dS
M S,
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Der Wirbelfluss durch jede Querschnittsflache einer Wirbel-
rohre hat den gleichen Wert.

Daraus folgt, dass Wirbelr6hren im Inneren der Stromung
weder beginnen noch enden konnen. Wirbelrohren bilden
daher entweder geschlossene Kurven, oder sie sind unend-
lich lang.

Ist C eine beliebige geschlossene Kurve auf der Wirbelroh-
re, die die Wirbelréhre umfasst, dann gilt:

I“:fﬁ v°ds=foo-ndS, C=0S
C S

Die Zirkulation Uber jede Kurve, die die Wirbelrohre um-
fasst, hat daher den gleichen Wert.
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 Wirbelfaden:

- Wird eine Wirbelr6hre auf
eine Linie zusammenge-
zogen, wobel der Betrag
des Wirbelvektors gegen
Unendlich geht, so dass
die Zirkulation konstant
bleibt, entsteht ein Wirbel-
faden.

- Die Zirkulation gibt die
Wirbelstéarke des Wirbel-
fadens an.
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- Fur die Geschwindigkeit, die ein Wirbelfaden im Punkt P In-
duziert, gilt das Gesetz von Biot und Savart (siehe z. B. Ka-
ramcheti, Kap. 18.7):

- Die Richtung des Geschwindigkeitsvektors ergibt sich nach
der Rechthandregel, wobei der Daumen in Richtung des
Wirbelfadens zeigt.
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* Freie und gebundene Wirbel:

- Freie Wirbel befinden sich im Inneren des Stromungsfelds.

- Gebundene Wirbel befinden sich auf dem Rand oder auler-
halb des Stromungsfelds.

- FUr einen freien Wirbelfaden gilt: Zu jedem R > 0 gibt es el-
nen geschlossenen, den Wirbelfaden umfassenden Kreis
mit Radius r < R, der ganz im Stromungsfeld liegt.

~—
v —
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e Kinematik freier Wirbelfaden:

- Nach dem Wirbelsatz von Kelvin ist die Zirkulation Uber eine
mitschwimmende geschlossene Kurve konstant.

- Daher muss jede geschlossene mitschwimmende Kurve,
die den Wirbelfaden zu einem bestimmten Zeitpunkt um-
schlielt, diesen zu jedem Zeitpunkt umschliel3en.

- Daraus folgt:

* In einer stationaren Stromung muss ein freier Wirbelfaden mit
einer Stromlinie der von ihm nicht beeinflussten Stromung

ubereinstimmen.

* In einer instationaren Stromung bewegt sich ein freier Wirbel-
faden mit der von ihm nicht beeinflussten Stromung.
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