21.12.23
2. Instationare Profiltheorie

e Untersucht wird wie im stationaren Fall ein diinnes Profil
In der xz-Ebene.

* Im Rahmen einer linearen Theorie genugt fur die Berech-
nung des Auftriebs die Betrachtung der Skelettlinie.
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2. Instationare Profiltheorie

2.1 Formulierung des Randwertproblems
2.2 Integralgleichung flr die Wirbelbelegung
2.3 Analytische LOosung

2.4 Methode der diskreten Wirbel
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21.12.23
2.1 Formulierung des Randwertproblems

* Aufgabenstellung:

- Das Storpotential ¢ l0st die Potentialgleichung

V?¢=0
- Randbedingungen:
o Auf der Skelettlinie: n(v,+V ¢|=n-vg
* Im Unendlichen: w=V ¢=0 flir x>—o0

* Dabei ist vs die Geschwindigkeit, mit der sich die Skelettlinie
beweqgt.

- Zusatzlich muss die Druckdifferenz an der Hinterkante null
sein (Kutta-Bedingung).
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21.12.23
2.1 Formulierung des Randwertproblems

* Linearisierung der Randbedingung:

- Bel kleinen Anstellwinkeln a gilt fir die Anstromgeschwin-
digkeit: v, ,=v (e ,+oe,
- Wie im stationaren Fall gilt fir den Normalenvektor auf der

Skelettlinie:
dz g

== etes

- Unter Vernachlassigung von Produkten kleiner Grol3en

folgt:
dz
———q

+Ww
dx ¢

n(v,+wl=—v,

nvsg=2g
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21.12.23
2.1 Formulierung des Randwertproblems

Damit gilt fir den Abwind: W, =Zs+V,,

Mit  zg(r)=zg50+2(2), w.(t)=w_ o+w, (1)

folgt:  w.o+w,(t)=v.

Das Problem lasst sich also aufteilen in eine stationares
und ein instationares Problem.
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21.12.23
2.1 Formulierung des Randwertproblems

- Das stationare Problem mit der Randbedingung

dzsg
dx

W.0=V —a|, 0=<x=<c

wurde in Kapitel 4.1 behandelt.
- Die Randbedingung flr das instationare Problem ist:

dz

vwa(t), 0<x=<c

w, (1) =2(1)+
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

e Zur Losung des Randwertproblems wird wie im stationa-
ren Fall eine Wirbelverteilung entlang der Profilsehne an-
genommen.

e Da sich die Wirbelverteilung zeitlich andert, erfordert der
Wirbelsatz von Kelvin zusatzliche Wirbel hinter dem Profil,
die den Nachlauf modellieren.

* Im Rahmen der linearen Theorie werden diese Wirbel ent-
lang der x-Achse angeordnet.

AZ

m\ﬁﬁlhﬁ%%%@ﬁﬁ>
C X
v v

w
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2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

21.12.23

* Gleichungen fur den Nachlauf:

- Zunachst wird ein im Nachlauf mitschwimmender Weg be-

trachtet.
- FUr die Zirkulation qilt:

A“ Yw  C(t)

S, *(V(V\F@W
C

Y X X, A X,
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Die Geschwindigkeit im Nachlauf ist ungefahr gleich der

ungestorten Anstromgeschwindigkeit.

- Daher qgilt: x;=x;—v, At, x,~x,—Vv, At, At=t,—t,
- Der Wirbelsatz von Kelvin lautet:

Xy X, —V, At

F(tz):r(tl) : IYW(X’I2)dx: f YW(x’tl)dx

- Die Substitution x=x+v_At fuhrt auf

—v At

f ywl(x,t,)dx= fywx v, At t,)d*

—v, At
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Damit folgt:

fyw(x,tz)deI yW(x—vooAt,tl)dx

- Dabel wurde benutzt, dass die Bezeichnung der Integrati-
onsvariablen frei gewahlt werden kann.

- Da diese Beziehung flr beliebige Werte von x; und x; gelten
muss, folgt:

YW(x’fz):YW<X_VooAt’t1)

X—C . X—C
g|lt: tlztz_

VOO o0

- Fir At= , X—Vv At=c
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Damit ist gezeigt:

C,I—

Yw(x’t):YW

- Die Wirbelstarke im Nachlauf wird durch die Wirbelstarke an
der Hinterkante festgeleqgt.
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Zur Ermittlung der Wirbelstarke an der Hinterkante wird ein
mitschwimmender Weg betrachtet, der das Profil umfasst:

Z
T ()
NSy WS Ny e
Y Y X

c

- Fur die Zirkulation gilt:

(=] yle.n) . r<z2>=jy<x,t2>dx+fyw<x,rz>dx

mit x,=c+v At, At=t,—t,
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Der Wirbelsatz von Kelvin lautet:;

ctv, At

L(1,)=T(r,) : f y<x,r1>dx=j ylx.n)der | ylxn)ds

c

- Mit Fo(t)=f y(x,t)dx

0

ctv, At

folgt: ro<t2>_ro<t1):_ f YW(X’tz)dx

Cc

- Iy ist die Zirkulation entlang eines ortsfesten, das Profil um-
fassenden Weges, der durch die Profilhinterkante verlauft.
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2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Fur das Integral Uber den Nachlauf gilt:

c+v, At ctv, At

| ywlxn)ae= [ vy

X—cC
Ve

dx

C,tz_

- Die Substitution t=r,—(x—c|/v,, ergibt

c+v, At I Iy

f yW(x,tz)a’xz—voof yW(c,t)drzvoof ywlc,t)dT

dT,

e +v, yw(c,T)|dT=0

folgt: f
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Da die Zeitpunkte #, und 1. beliebig gewahlt werden kdnnen,
muss gelten:
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

* Integralgleichung flar die Wirbelbelegung:

- Fur die z-Komponente der von der Wirbelbelegung induzier-
ten Geschwindigkeit gilt:

y?ét(x §d§ ywit)( —E)dE
f x—E)+z° f x—E)'+z"

(xzt

- Einsetzen der Randbedingung auf der Skelettlinie ergibt
eine Integralgleichung fur die Wirbelbelegung:

d
Z+vooalZ w, (x,0,t)=—=—
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

 Harmonische Schwingung:

- Viele zeitliche Vorgange lassen sich mithilfe der Fourier-
Transformation als Integral tber harmonische Vorgange
darstellen.

- Dabher bildet die Analyse harmonischer Schwingungen die
Grundlage fur die Analyse allgemeinerer instationarer Vor-
gange.

- In komplexer Schreibweise gilt fur einen harmonischen Vor-
gang:

z(x,t)ZER(Z(x)eihm), ZZiR(iooZ(x)eim) |
Y(X,t):m(?<x>elm), YW(X’I):m(?W<x>elW)
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Dabeisind Z,y und y, komplexe Amplituden.
- Aus den Gleichungen fur den Nachlauf folgt

?W(x)eimt:?w(c)eioote—ioo(x—c)/vw:?w(C)eiooc/vwe—iwx/vweioot

und Y, (c)e'=——T,e"" mit FOZIQ(x)dx.
0

- Die Wirbelbelegung im Nachlauf ist periodisch in x.

- Aus O (x| - x=2x
Ve Ve
folgt fiir die Wellenlange:  \=2n-=
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Mit der reduzierten Frequenz k= >y

gilt:  A=mclk
- Die Integralgleichung fur die Wirbelbelegung lautet:
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

* Berechnung des Nachlaufintegrals:

- Das Nachlaufintegral lasst sich mithilfe der Integralexponen-
tialfunktion berechnen.

- Zunachst qilt:
©  —2jkElc 0 —2ik(E—x)lc ik

_[ € . —2ikxlc e
IW(X)_I x—§ d5=e ' 2ik(E—x)lc c

d§

- Die Substitljtion

u=2ik(E—x)lc, du=2ikd€&lc, uy=2ik(c—x)lc
ergibt:

IW(X):_e—Zikx/c f e_udl/t

uo(x)
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Mit der Integralexponentialfunktion

w J—
_re "du

2ik(c—x)
C

gilt: IW(x)Z—eZikX/CEl(

_ Mit F<x):2£k€2iklw<x):_22k62ik(cx)/cEl(ZZ k(cc—x)

lautet die Integralgleichung:

LU
yr?

Z dz
dx 2J'CV

21k

><

j?%

o0
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

* Druckverteilung:

- Mitv=v_+wund &= _+¢ folgt unter Vernachlassigung von
Produkten kleiner Grofden wie im stationaren Fall fur die
Druckbeiwerte auf der Ober- und der Unterseite der Skelett-
linie:

- Wie im stationaren Fall lasst sich zeigen:

1 1
wolx )=y (x.0), wx ==Ly (x.0)
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Mit

. 8(1)0 1]
thJ(:ax E,1)dE= J"w Etd%-ij(:
gilt fir den Druckbeiwert auf der Oberseite:

cpo(x,t)z—y(x’t) ) atfy g,1)

Voo

- Fur den Druckbeiwert auf der Unterseite folgt entsprechend:

X, t 1 0
Cpu<x’t) ( 2 tfy

Voo voo 0
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2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- Damit gilt far die Differenz der Druckbeiwerte:

y(x,t) 1
V 2

Ac,(x,t)=c,lx,t)—c,(x,t)=2 jiy (E,1)dE

ot

0 VOO

- An der Hinterkante qilt:

Mt ylen)=yyle)=—--L [ y(E.1)ds

folgt:  Ac,(c,t)=0
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21.12.23

2.2 Integralgleichung fur die Wirbelbelegung

- FUr eine harmonische Schwingung folgt:

_2
oy

o0

A, (x) 9<x>+’“)J:9(§>d§

- Mit der reduzierten Frequenz £ qilt:
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

* Wie im stationaren Fall kann die Integralgleichung mithilfe
eines Reihenansatzes analytisch gelost werden.

e Relhenansatz:

- Wie im stationaren Fall wird der Winkel 0 als neue Variable
eingefuhrt:

x=%(1+cos(6))
- Der Abwind wird In eine Fourier-Reihe entwickelt:
Z dZ
21k — +E Z:: W cos n@
. v 227y 2,42
mit Wn—n{ 2lkc o cos(n0)do
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21.12.23
2.3 Analytische Losung

- Nach einer langeren komplizierten Rechnung (Kussner,

1936) folgt
Aép(B)Z—Z(ﬁotan % +2Z P sin(n0)
mit "=
A A A A A~ ik & A ik ~
PO_C(k)(WO-l-WI)_Wl’ Pn—_an—l"'Wn__n Wn+1
- Dabel ist
H (k)

die Theodorsen-Funktion.
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

e Auftrieb und Moment:

- Auftrieb und Moment kdnnen wie im stationaren Fall be-
rechnet werden.

- F0r den Auftriebsbeiwert qilt:
N -
CLZE{ Acpdxz—n(P0+P1)
- Fur den Momentenbeiwert bezlglich dem Neutralpunkt gilt:

C
6_IJ"C
M, C204

8(x)d %(}A’ i)z)
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

 Zusammenfassung:

. _ B Z dZ
Koeffizienten: W, = ﬂf 2ik =+ cos(n0)do
A . A A A A _ik A A lk A
Py=C(k)|\Wy+W,|-W,, P=c-W,_ +W,—=—W

- Druckbeiwert: AéP:—z(ﬁO tan

- Auftriebsbeiwert: 6L:—n(f’0+f’1)

- Momentenbeiwert: 5M0=%(131+i’2)
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

e Beispiel: Schlagschwingung

- Bel einer Schlagschwingung schwingt das Profil translato-
risch in vertikaler Richtung: Z=h=const.

- Fur die Koeffizienten folgt:

W0:4ikﬁ, W =0, n>0
C
ﬁ0:4ik%C(k), 131:—218%, P, =0, n>1

- Damit gilt fur den Druckbeiwert:

Aé, =8 ikC(k)tan|8

2 .
. > —k“sin(0)
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2.3 Analytische Losung

21.12.23

h/c = -0.50

Re(A CP)

x/c

Im(A cp)

10

h/c = -0.50
—k=0.2
— k=0.6
—k=1.0
0.2 04 0.6 0.8 1
x/c
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21.12.23
2.3 Analytische Losung

- FUur den Auftriebs- und den Momentenbeiwert folgt:

. 2 A h . 2 h

cL=2n(k —ZlkC(k>);, cMoz—%k "

- Die Terme, die proportional zu k* sind, werden durch die
Beschleunigung der umgebenden Luft verursacht.

- Der Term, der die Theodorsen-Funktion enthalt, beschreibt
den Beitrag der Zirkulation zum Auftrieb.

- Der zirkulatorische Auftrieb liefert keinen Beitrag zum Mo-
ment um den Neutralpunkt des Profils.
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

h/c = -0.50 h/c = -0.50
2 T T T T 5 T T T T
4 +
3 -
o 3
T E
2 -
1+
_8 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 0 0.25 05 0.75 1 1.25 1.5
k k
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

- Mit der Flugelflache S folgt fur den Auftrieb und das Mo-
ment:

h

i:quaLzznqukz(l—ﬁc(k) >

k

- . k> h
quooSchoz—nqooScjz

- Diese Formeln stimmen mit den in Kapitel 1.3 angegebenen
Uberein.
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

* Beispiel: Drehschwingung

- Das Profil fihrt eine A zlc )

Drehschwingung um den
Neutralpunkt aus: 6\\ o
0,25

R c ¥4 R
Z(X>:—0€ TaAl e
- Fur den Abwind gilt:
L Z . dZ_ . Llx 1
21k?+a— all1+2ik B 4))
x_1 2., Az _ . L
?—2(1+cos(6)) -> 21k6+dx— a|l+ik 2"'003(6)))
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

- Fur die Koeffizienten folgt:
W,=—[2+ik|6, W,=—ik&, W,=0, n>1

Po=—2[1+ik|C(k)&+iké, P,=0, n>2

N SN I S DUNPOR § SO
Pl——7(2+zk)oc—zkoc— 7—21k QL Pz——szoc—Zoc
- Der Druckbeiwert berechnet sich zu

0

2
:[(4(1+ik)C(k)—2ik)tan

Aép=—2P,tan|=>|—4P,sin(0)—4 P,sin(20)

—(2k>—8ik|sin(0)—k’sin(20)|&

N | D
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2.3 Analytische Losung

10 10
8 B 8 L
6 B 6 L
O O
& &
q 4 a 4
i =
2t o |
ol ’ J/ //_\
_2 1 1 1 1 _2 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/c x/c
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21.12.23

2.3 Analytische Losung

- FUur den Auftriebs- und Momentenbeiwert folgt:

kz
2(1+i/<)c(k)+ik—7

A

o,=m &, ¢y =L(3k*—8iklé

° 16

- Damit gilt far Auftrieb und Moment:

. . 1 i 2C (k)) .
L=q.Se, =g, Sk*|—a+ 7 [1+2C(k)}+—5|a
M=a Scé. =nag.Sck? S Q.

40 COu, =N 16 2k

- Auch diese Formeln stimmen mit den in Kapitel 1.3 ange-
gebenen Uberein.
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21.12.23

2.4 Methode der diskreten Wirbel

e Methode:

- Wie im stationaren Fall lasst sich ein numerisches Verfah-
ren entwickeln, indem die Wirbelverteilung durch diskrete
Wirbel in den Viertelpunkten der Profilintervalle approximiert
wird.

- Die Kontrollpunkte befinden sich in den Dreiviertelpunkten
der Profilintervalle.

- Zusatzlich muss das Nachlaufintegral bertcksichtigt wer-
den, das mithilfe der Integralexponentialfunktion berechnet
werden kann.
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21.12.23

2.4 Methode der diskreten Wirbel

- Damit ergeben sich die folgenden Gleichungen flr die Wir-

belstarken:

. Z('me) dZ . 1 N fn .

Vo| 21K c T dx (%an) “2n r; Xr, me"'F(me)ro ,
m=1,...,N

A N A

r,=.T,
n=1

mit F(x):—z(l:—keZ’k(CXCm)/cEl( ! (CC Xcm>

- Zur Berechnung der Integralexponentialfunktion steht in
GNU Octave die Funktion expint zur Verfligung.
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21.12.23

2.4 Methode der diskreten Wirbel

- Das bel der Berechnung des Druckbeiwerts auftretende In-
tegral wird durch die Rechteckregel approximiert:

o[ T,  2ik\

Vo | X,01— X ¥ C Z L

AéP(xl“n)N

- FUr n=1 ist die Summe null.

- Auftriebsbeiwert und Momentenbeiwert bezuglich dem Neu-
tralpunkt berechnen sich zu

C,=— I f Ac de—Z Acp Ax,

N
C OZ%I —X Aépdxmizz < Acp, Ax,
0 C n=1

Z_xrn
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21.12.23
2.4 Methode der diskreten Wirbel

* Beispiel:

- Fur die Schlagschwingung und die Drehschwingung wird
die Druckverteilung fur eine reduzierte Frequenz von k=0,6
mit der Methode der diskreten Wirbel berechnet und mit der
analytischen Losung verglichen.

- Die Amplitude der Schlagschwingung betragt -0,5c¢.

- Die folgenden Diagramme zeigen, dass sich bereits mit 25
diskreten Wirbeln eine gute Ubereinstimmung ergibt.
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2.4 Methode der diskreten Wirbel

- Druckbeiwert fur die Schlagschwingung:

6

Re(A cp)
X

e VI VINVIVEVE

analytisch
X numerisch

XX

N
7N

0 0.2

0.4

0.6 0.8
x/c

Im(A cp)

10

%
xxxx
Pl xxx
"%

0.2

0.4

0.6 0.8 1
x/c
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2.4 Methode der diskreten Wirbel

21.12.23

- Druckbeiwert fur die Drehschwingung:

10

10

X analytisch
X numerisch
8 B 8 L
X
6 X 6 I
-~ X o
s, X s, XHRHx o
< g X
T E %
o X = X xx
X )4 \¢
2 v L 2 % \¢
X
X x X
0Ff o SV 0 X 7
X
-2 ' ' ' ' -2 ' ' ' '
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
x/c x/c
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2.4 Methode der diskreten Wirbel

* Beispiel:

- Fur die Drehschwingung werden Auftriebsbeiwert und Mo-
mentenbeiwert in Abhangigkeit von der reduzierten Fre-
guenz berechnet.

- Das Ergebnis auf der folgenden Seite zeigt eine gute Uber-
einstimmung mit der analytischen Losung.
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2.4 Methode der diskreten Wirbel

- Ergebnis:

0.8 | |— analytisch
X numerisch

Re(cw)/a
o
N

0 02 04 06 038 1

0
05 |
RS
S -
£
15|
K
1 1 1 1 1 _2 1 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1
k k
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