Vektoranalysis 1 Prof. Dr. Wandinger

Gradient, Divergenz und Rotation

1. Gradient

Sei ¢(x) ein skalares Feld und a ein konstanter Vektor. Die Ableitung des ska-
laren Feldes in Richtung des Vektors a ist definiert durch

do _d o¢ oo o0¢
—_—=— + + .
da dt 8x1a1 0x, %2 0 x, “

Mit dem Gradienten

q) (x+at) |z=0:

grad ¢ = 0% e+ 09 e,+ ¢ e

Ox, 0Xx, 0 X, 3
gilt:
2
da
Der Gradient eines skalaren Feldes ist ein Vektor.
In Matrix-Schreibweise gilt:

d¢ 9¢ 09
ox, 0x, 0x,

gradq))-a:a-gradq)

T

gradg|=

Fir die Richtungsableitung folgt:

d
L lgrad o' a]=[a]'[grad o]
a
Auf die gleiche Weise kann eine Richtungsableitung fur ein Vektorfeld w(x)

definiert werden:

dw_d ow ow ow
—_— = +atr)|_.,= + +
da dtw(x at)=, 0x, “ 8x2a2 0, “
Mit dem Vektorgradienten
ow, Ow, Ow,
ox, 0x, 0Xx,
|arad w|= ow, Ow, Ow,
ox, 0x, Ox,
ow, 0w, 0w,
0x, Ox, Ox,

gilt:
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ow, +8w1 +8W1
a a a '
5)61 ! 8x2 2 ax3 ’ [gradwlria}
dw|_ ow, a1+8W2 a2+6wza3 — [gradwzﬁﬂ :[gradw”a]
da 0x, ox, 0 x, r
ow, L ow,  Ow, [grad " |a]
0 x, “ 0x, 2 0 X4 %

2. Divergenz
Die Divergenz eines Vektorfeldes ist die Spur des Vektorgradienten:

ow, 0w, Ow,
+ +
ox, 0x, O0x;

divw=

3. Rotation

Der Gradient eines Vektorfeldes kann als Summe einer symmetrischen und
einer antimetrischen Matrix geschrieben werden:

|grad w}:% Ugradw]+{gradw}T)+%([gradw}—[gradw}T)

Die antimetrische Matrix lautet

ow, Ow, Ow, Ow,
O _ _
ox, 0x, 0Ox; Ox,
1 r\_1|{0ow, Ow ow, Ow
—||gradw|—|gradw| |=—| —2—— 23
2“g ~le H 210x, Ox, 0 0x, 0x,
Ow; 0w, Ow; 0w, 0
0x, 0Ox; 0x, 0x,
Multiplikation mit einem Vektor a ergibt:
i 1
ow, 0w, o+ ow, 0w, .
ox, 0x O0x; 0x
1 T 1{[Oow, Ow ow, Ow
—||gradw|—|gradw| |la|=— 2_Z g+ 2 ™
L aradw|—lgraa ] =3[ 22O e S
ow; Ow, ow; Ow,
- a+ - a,
0x, 02X, 0x, 02Xy
| 1
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Die rechte Seite lasst sich auch als Kreuzprodukt schreiben:

ow; 0w,

Ox, Ox,
a
1 _ r\r 1_1]0w; Ow; :
lomavl-lamon lol=| S22
ow, 0Ow, ’

ox, Ox,

Der antimetrische Anteil des Vektorgradienten beschreibt die Winkelge-
schwindigkeit, mit der sich der Vektor a dreht.

Mit der Rotation

ow, 0w,

Fx, ox

ow, Ow,

ow, 0w,
ox, O0x,

0x, 0x,

rotw= e+ e, ey

gilt:
([grad w}—[gradw}T)[a}:[rot w|x|a]

4. Nabla-Operator
Gradient, Divergenz und Rotation lassen sich tbersichtlich mit dem Nabla*-
Operator

_, O 0 0
V=e 8x1+e28x2+e38x3

schreiben. Mit dem Nabla-Operator darf formal wie mit einem Vektor gerech-
net werden. Seine Matrix-Darstellung ist

0/0 x,

Vi= 010 x, |-
010 x,

Die Anwendung des Nabla-Operators auf ein Skalarfeld ergibt den Gradien-
ten:

V o=¢, 0o +e, 0¢ +e, 09 =grad ¢
0 X, 0x, 0x,

Das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld ergibt die Di-
vergenz:

1 von hebraisch 721 (nével), griech. vaBAa (nabla) = Harfe, Leier (V)
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V.w:8w1+6w2+6w3
ox, 0Ox, Ox,

Das Vektorprodukt des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld ergibt die Rota-
tion:

=divw

w w
V><w:e1><g—w+e2><6 +e3><a =rotw
x

1 Xy X3

Mit
0 0 0

+a +a
x, ‘0x, 0x,

folgt fur die Richtungsableitung eines Vektorsfeldes:

a-V:ala

dw_  Ow ow aw:(wV)w

=a, +a, +a,
da 0 X, 0x, 0 X,

5. Rechenregeln fiir den Nabla-Operator

Im folgenden sind ¢ und 1 skalare Felder, v und w Vektorfelder und A und p
Konstanten.

Linearitat
Viro(x)+uy(x)| =2V ¢+uVy
V. hv(x)+uw(x)|=AV-v+uV-w
Vx[iv(x)+uw(x)|=AVxv+uV xw
Doppelte Anwendung
V-V xw/=divrotw=0
V x|V ¢ |=rot grad ¢ =0

o 0’9 0
V.Vq):qu):div grad¢:ax¢2+ax¢2+ax¢2:A¢ (Laplace-Operator)
1 2 3

Viw=Awe+Aw,e,+Aw,e, (vektorieller Laplace-Operator)
Vx|Vxw|=VIV-w-V?*w
Anwendung auf Produkte
Vie(x)w(x)=Volp+eVy
Vo(x)w(x)|=V o|-w+¢ V-w
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Vx[¢(x)w(x)|=(V ¢|xw+p V xw

Vv (x)xw(x)|=[V xv|-w—v{V xw)
Vv(x)w(x)=vx V><w +wXx|Vxv|+w-Vvr+v-V]w
Vx[v(x)xw(x)|=vIV-w|-w(V-v|+w-V]v—v-V]w
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