Hohere Festigkeitslehre 2.2-1 Prof. Dr. Wandinger

2.2 Satze von Castigliano und Menabrea

LOosungen

Aufgabe 1:

Lagerkrafte:

1
> M'=0 : —2aF —3aF,+4aB =0 > By:—F1+3F2
2714

11
> M°=0 : 4aA —2aF —aF,=0 - A=SF+7F,

Stabkrafte:

L.

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-2 Prof. Dr. Wandinger

1 V2 V2 2
D> F,=0 : A= N=0 > N s=v24, Ni=—Fi+—F,
2 F, F
> F.=0 : Nip+— N =0 N12:_71_T2
2 Y F=0:-N,+N,,=0 v o Fi B
23 2 4
6 V2 2 V2 W2
> F,=0: = Nigt N3 =0 Ny==—F\=="F
F
2. F.=0: _QN16+QN36+N67:0 Ng=F +—
2 2 2
! ZFx:O » “Ng+tN=0 N78:F1+_2
ZFyZO NW:O N37:0
5 V2 V2 342
Y F,=0 B,~—-Nu=0 Ny=\2B, Nyy=—F i+~ F,
V2 F, 3
ZFx:O _N45_7N58:0 N45:_71_ZF2
4 ZFx: Nyt Nys= N. = I_EF
347 2 4 2
D F,=0 : —F,—N,=0 N =—F,
8 V2 2 V2 2
ZFxZO — N3 7N38+7N58:0 N38:__F1+TF2
V2 V2 4
ZFy:7N38+N48+7N58:F2 F,=0
3 V2 V2 v
ZFx:_N23_7N36 N34+7N38
1 1 3 1
SlataTaty)
V2 V2 v
ZFy:_F1_7N36_N37_7N38
= 1+l+l F+ 11 F,=0
- 2 21 "4 4
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-3 Prof. Dr. Wandinger

Formanderungsenergie:

Stab N, L, N;L,
12 Nu:—i_& a ﬁ+F1F2+F_§a
2 4 4 4 16
23 N23:—E_2 a F_T+F1F2+£§ .
2 4 4 4 16
34 F, 3 a F' 3 9
N34:_7_ZF2 TI+ZF1F2+EF§ a
45 2 4 2 T+1F1F2+EF261
67 F, a F2
Ng=r+ Fi+F F,+—|a
78 F, a F?
Nog=F+—- Fi+F F,+—|a
26 N = a 0
37 N= a 0
48 N, =—F, a F’
16 V2 2 V2a F> F.F, F?
N, ,=—F +—F RO Gl S
16 1 4 2 7 + 5 + 3 \/Ea
36 V2 2 V2a F> F F, F
Nyy=——+F,——F, -1 12, "2
2 4 7t g V2
38 V2 2 V2a > FF, F
Ny=——-—F +—F N el S
38 2 1 4 2 2 2 + 8 \/561
58 V2 32 V2a F> 3F F, 9F?
Ny=—F +—=F S U Tl 2
58 2 1 4 2 2 2 + 8 \/Ea
Summe: 5 11 3 2
3+2V2|F1+(4+242)F, F,+ 7+5ﬁ F3la
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-4

11 3 2
—+—\2|F
4 2\/_) ?

3+232|Fl+[4+242|F | F,+

2EA

Verschiebungen:

W= 0L =—[(3+2V2)F +[2+:2] F,

OF, EA

OE" a 11 3

= =—|124V2|F +|—+_+2|F
YT oF, | PHVE 2

Zahlenwerte:
a _ 1000m2m . :4,762-10_5M
EA 210000 N/mm™-100 mm

=4,762-10° ”;\’," 5,828-1000 N +3,414-2000 N |=0,6027 mm

v,=4,762-10"° "]1\’]” 3,414-1000 N +4,871-2000 N |=0,6265 mm

Loadcase 1:

AN

2. Energiemethoden
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-5 Prof. Dr. Wandinger

Aufgabe 2:

a) Lagerkréafte:

Statisch bestimmtes Grundsystem:

Die Lagerung wird statisch bestimmt, indem z.B. das
Festlager in Punkt B durch ein Loslager ersetzt wird.
Am Punkt B greift dann die unbekannte Kraft B, an.

Lagerkrafte in Abhangigkeit von B,:

> M*=0 : —aF+2aB =0

> F=0:A—-B=0 > Ax:Bx:%F

D> F=0: A+B —F=0 > A=F-B,

Stabkréfte in Abhangigkeit von B,:

B, Knoten A:
T > F.=0: Ax+gNAC=O > N,.=—2A4.
a
T D> F,=0 Ay+NAD+%NAC=0
> NAD:—Ay—gNAC:—F+By+—
Nomp, L

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-6 Prof. Dr. Wandinger

Knoten D:
> F.=0 : N,=0
_ F
ZFy:O : —N,,+N,,=0 > N, =N,, NBD:By—E
Knoten C:
V2 V2 V2
ZFx:O . _TNAC_TNBC:O > Nyc=—N,¢ NBCZTF
V2 V2 11
ZFy:—TNAC+7NBC—F:§F+§F—F:0
Knoten B:
V2 11
F=—B+—N,.=——F+-F=0
Z X X 2 BC 2 2
V2 1 1
ZFy:By—NBD—7NBC:By+EF—By—5F:O
Formé&nderungsenergie:
Stab N, L, N{L,
AC 2 2 2
NAC:—£F V2a 242,
2
AD F a 2
NAD:By_E (L—FBy+B§ a
BC
NBC:QF V2a @an
2 2
BD F a F?
Ny=B,~~ (——FBy+B§ a
Summe:
ﬁ+l F’+2F B +2B*|a
2 y y
F a

1 2 2
ﬁ+5 F'-2FB +2B,

~OFA

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-7 Prof. Dr. Wandinger

Lagerkrafte:

Die Kraft B, folgt aus dem Satz von Menabrea:

OE" 1

=0 : -2F+4B,=0 » B =—F

0B, ’ Y2

Damit berechnet sich die Lagerkraft A, zu
1

Ay:F—By:EF ,

Zahlenwerte:

A,=B,=A,=B,=1kN

b) Stabkrafte:
V2 V2

Nyc==" F=—1414kN | Nyc="-F=1414kN

E:OkN
2

c) Verschiebung von Punkt C:

Die Vertikalverschiebung von Punkt C kann mit dem zweiten Satz von Castig-
liano berechnet werden:

0E"  a 1 a 11 J2aF
=9 _ 2|2+~ |F-2B |=—|J2F+=-F—=F|=
YeT5F T 2EA V2 2 " T EA V2 277 EA
Zahlenwert:
. V2:500mm2000N o oa Loadcase 1.

210000 N /mm> 100 mm®
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-8

Aufgabe 3:

Reaktionslasten fur das statisch bestimmte
Grundsystem:

Der Trager BC ist eine Pendelstiitze. Daher greift im
Lager C nur eine Kraft in y-Richtung an. Ein statisch
bestimmtes Grundsystem ergibt sich, wenn das La-
ger C durch die unbekannte Lagerkraft ersetzt wird.

Die Reaktionslasten im Lager A kdnnen aus den
Gleichgewichtsbedingungen ermittelt werden. Dazu
darf die Streckenlast durch eine aquivalente Einzel-
kraft ersetzt werden.

Y F.=0: A=0

1
ZMA:O : MA—Ea-chHaCy:O A

1
-> MAZEquz—aCy

ZFyZO : Aj—qya+C =0
2> A=q,a—C,

Schnittlasten:

Lastfall 1: Streckenlast g,

Prof. Dr. Wandinger

T —

———————— — —
A B X
1
Y~z
Trager AB Trager BC
Normalkraft: 0 0
Biegemoment: 1 0
My1<x1):_ECI0xf+c1x1+cz
2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-9 Prof. Dr. Wandinger
Trager AB Trager BC
1 1
My1<0):_MA1:__%a2 2> c,=—54q,a
M,(a)=0 > ¢;=g,a
1 2, %1 [ X ’
- My1(x1):§%a ——|—= -1
a a
M, Ha;ﬂ
>
X
1
-M
Al
Lastfall 2: Kraft C,
) B
A | X
C 1
\ V4 y
1
Trager AB Trager BC
Normalkraft: 0 —C,
Biegemoment: 0
A M,
aC
y
>
2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-10

Formanderungsenergie:

EF—lf (My1+My2)2d +l Cia
29 Bl Y2 A
:2;5[ fMyldx+2fM M, dx+jM dx+I:Cy

Reaktionslasten:

Die Kraft C, wird mit dem Satz von Menabrea berechnet:

OE" 0 F
92 =0 : 2= [ M, M, dx,+ M dx+222
ac, acy{ 12 acf 2 A

Dabei wurde benutzt, dass das Biegemoment M, nicht von C,

Die beiden Integrale berechnen sich zu

B
1 ) 1 4

fM M ,dx,=—a|——=q,a |aC,=——=qg,a C

| vyl y2 1 4 2 0 y 8 0 y
und

| m?,a —Lijacp=Lec

y2 Xl—ga((l y) —ga y ot

A

Damit folgt:
1 4 2 3 Ia i 2 2 I _1 3
—Zqoa +§a Cy+27Cy—O - ga +2X)Cy—zqoa
L
5> C= 4M% 3 g
Y2, I 4 1
a+2—
3 A a’ A

Daraus folgt fur die tbrigen Reaktionslasten:

Y 1, c (1 3 1 1,

=—qgoa —aC =qg,a | ——— =—qg,a
"m0 TN T o1 i(aPA) | 2T
3 1

A =g,a—C . =qg.,a|ll——
y—do y—4o 42+61/(a*A)

2. Energiemethoden
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-11 Prof. Dr. Wandinger

Zahlenwerte:

q,a=1000 N
1 5-10° mm* _
2 2 2 2:5'10 ’
a A 1000°mm~-100 mm
3 1000N
y=——_3:3695N , Ay:1000N—369,5N:6305N
42+430-10

1
MA:? 1000 N -1000 mm— 1000 mm-369,5 N =130500 Nmm=130,5 Nm

Aufgabe 4:

a) Schnittlasten:

Zuerst werden die Lagerkrafte bestimmt:
Y F.=0 : 2F-C =0
> C.=2F
> M°=0 : —2aF+2aD =0

f— CX |
> D,=F Ty o
2 F,=0 : =C,+D =0 .

> C,=D,=F

Als nachstes wird der Rahmen am Punkt A aufgeschnitten. Es mussen vier
Lastfalle untersucht werden:

Lastfall 1: AuRRere Last Lastfall 2: Normalkraft
HX]_ N
s -—f
A B > A B

X, A X, Nl 1
T C D | iKe D |
e o -—=—=—=—===-==9

47
X
3

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre

2.2-12

Prof. Dr. Wandinger

Lastfall 3: Querkraft

Lastfall 4. Biegemoment

o }
,%I,,,,,,,,,,,,‘
A Bl
Q |
|
| C D |
O - == =—===-==90
Lastfall 1: AuRere Kraft
Abschnitt AB: Abschnitt BD:
X
P — e ——
A Nl A
z, \/
Normalkraft: N, (x,)=—2F Normalkraft: N,(x,)=0
Querkraft; Q,(x,)=0 Querkraft: Q,(x,)=2F
Biegemoment: M (x,)=0 Biegemoment: M (x,)=2Fx,
Abschnitt DC: Abschnitt CA:
2%
T T ————
A o B A',.\’Vl Bl
I M
l D 7 C> Ql D :
4—4_6 O —— T ¢
X3 N1 M ZA
yl

2. Energiemethoden
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Prof. Dr. Wandinger

Hohere Festigkeitslehre
Normalkraft: N, (x;)=2F
Querkraft: Q,(x;)=—F

Biegemoment: M ,(x,)=2a—x;F

Normalkraft:
Querkraft:
Biegemoment:

Lastfall 2: Normalkraft

2. Energiemethoden

Abschnitt AB: Abschnitt BD:
N X, N
- 7 »—p . — — — — — —
A N2 A
z, \)
Normalkraft: N,(x,)=N Normalkraft: N,(x,)=0
Querkraft: 0,(x,)=0 Querkraft: 0,(x,)=—N
Biegemoment: M ,(x,)=0 Biegemoment: M ,(x,)=—Nx,
Abschnitt DC: Abschnitt CA:
N N 4%
e - - — — —————
A Bl , AN, B\
QZ A 3 M2 /-\> :
/ D g C Qz D,
- - I
X, N2 \ M 2,
y2
Normalkraft:  N,(x,)=—N Normalkraft: ~ N,(x,)=0
Querkraft: Q,(x;)=0 Querkraft: 0,(x,)=N
Biegemoment: M ,(x;)=—aN Biegemoment: M ,(x,)=(x,~a|N

16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-14 Prof. Dr. Wandinger
Lastfall 3: Querkraft
Abschnitt AB: Abschnitt BD:
Q 1 \Myg X Q A Z,
/" — 7
v A ! . A
4 3
A
M,
N
3
X
2
Normalkraft: N,(x,)=0 Normalkraft: N, (x,)=0
Querkraft; 0.(x,)=0 Querkraft: 0,(x,)=0
Biegemoment: M .(x,)=x,Q Biegemoment: M ,(x,)=2aQ
Abschnitt DC: Abschnitt CA:
A
Q X
|
A B
,%,,,,,,,,,,,
Q, %3 A by B
D 3 |
<—L |
C D/
X4 \ M U—» - —==90
y3 Z
4
Normalkraft: ~ N,(x;)=0 Normalkraft:  N,(x,)=—0
Querkraft: 0,(x;)=—0 Querkraft: 0,(x,)=0
Biegemoment: M (x,)=2a—x,/Q Biegemoment: M (x,)=0

2. Energiemethoden
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-15 Prof. Dr. Wandinger
Lastfall 4. Biegemoment
Abschnitt AB: Abschnitt BD:
M f \Myzl X1 M f 22
[ }7 S B
\l——/}—* \
A A
z v
1
u
ya
X
2
Normalkraft: N,(x,)=0 Normalkraft: N,(x,)=0
Querkraft: 0,(x,)=0 Querkraft: 0,(x,)=0
Biegemoment: M ,(x,)=M Biegemoment: M ,(x,)=M
Abschnitt DC: Abschnitt CA:
M ( AX,
e A
A B, M
\ Bl
C D
X3 \IVI My4 L—»o
ya Z
4
Normalkraft: ~ N,(x;)=0 Normalkraft: ~ N,(x,)=0
Querkraft: 0,(x,)=0 Querkraft: 0,(x,)=0
Biegemoment: M ,(x,)=M Biegemoment: My4(x4 =M

Zur Berechnung des Biegemoments mussen alle Produkte zwischen den Bie-
gemomenten der einzelnen Lastfalle gebildet und integriert werden. Die Inte-

gration erfolgt abschnittsweise.

Abschnitt AB: Lange =2a

Myl(x]):O

MyZ('xl):O My3(xl)

=x,0 My4(x]):M

Myl(xl)ZO 0

2. Energiemethoden
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-16 Prof. Dr. Wandinger
Myz(xl):o 0 0 0 0
M ,(x,)=x,0 0 0 §a3Q2 2a°0M
3
M, (x)=M 0 0 26°0M 2aM’
Gesamt: Ef ,=—— §a2Q2+4aQM+2M2
BABT D FEI3
Abschnitt BD: Lange =a
M, =2F x, M ,,=—N x, M =2aQ M, =M
M, =2Fx, £a3F2 _zaaFN 2a°FQ aFM
3 3
- 3
M ,,=—N x, —2a3FN lasNz a NQ —laZNM
3 3 2
M,,=2aQ 24°FQ —&’NQ 4a’Q? 2a°QM
M,,=M aFM L 2a°QM aM’
2
Gesamt:
a [4a°F* a&*N* 4a°F N
g,BDzzEI 3 +4a’ Q*+ M’ — +4a°FQ
+2aFM—2a*NQ—aNM+4aQM|
Abschnitt DC: Lange = 2a
My1:(2a—x3)F M,,=—aN My3=(2a—x3)Q M,=M
— 3 2
M, =2a—x,|F 8 o2 —2a’FN §a3FQ 2a°FM
3 3
M, ,=—aN —2a’FN 2a°N’® —2a°NQ —2a°NM
— 3 2
M, =2a—x,|Q §a3FQ —2a’NQ §a3Q2 2°0M
3 3
2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-17 Prof. Dr. Wandinger

M,,=M 2a°FM —2a°NM 2a°OM 2aM’

Gesamt:

N a [8a’°F’ 8a’Q’ s 16a°F Q
+2a* N +—= 42 M*—44°FN+——=
Y AL 3 “ 3

+4aFM—4a*NQ—4aNM+4aQM)|

Abschnitt CA: Lange =a

M, =0 M ,=[x,—a|N M, = M,,=M
M, =0 0 0 0 0
M,,=(x,~a|N 0 ~d’N? 0 —%aQNM
M, = 0 0 0 0
M,,=M 0 LT 0 aM?
2
2 A72
N
Gesamt: E) == |"——+M’—aNM
2EI 3

Addition der Beitrdge der einzelnen Abschnitte ergibt:

E

= 2;’51 §a2Q2+4aQM+2M2+§a2F2+%a2N2+4a2Q2+M2

—%azFN+4a2FQ+2aFM—2a2NQ—aNM+4aQM
8 2 2 2 2 8 2 A2 2 2 16 2
+§a F°+2a N +§a Q' +2M"—4a FN+?a FQ
1
+4aFM—4a2NQ—4aNM+4aQM+§a2N2+M2—aNM

3EI 6a°F’—8a’FN+144d° FQ+9aFM+4a N°—9a NQ

—9aNM+14a’ Q*+18aQ M+9 M’|

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-18 Prof. Dr. Wandinger

Zur Ermittlung der unbekannten Schnittlasten N, Q und M werden die entspre-
chenden partiellen Ableitungen der Formé&nderungsenergie zu null gesetzt:

aEF 2 2 2
=0 : —8a F+8a ' N—-9a Q—9%aM=0
ON
aEF 2 2 2
20 =0 : 14a F-9a N+28a Q+18aM =0
OE"
=0 : 9aF—9aN+18aQ+18M=0
oM
Daraus ergibt sich das folgende Gleichungssystem:
8aN — 9aQ - 9IM = 8aF
—9aN + 28aQ + 18M = —1l4aF
—9aN + 18aQ + 18M = —9aF
Es hat die Losung:
N=F, Q:—lF, M:laF
2 2

Damit lassen sich die Schnittlasten durch Uberlagerung der vier Lastfalle be-
rechnen:

Bereich Normalkraft Querkraft Biegemoment
AB —2F+F=-F F —x1F+aF—F(a—x)
2 2 2 2 :
BD F 2F—-F=F F F
—— 2F x, sz—aF+a—:—(2x2—a)
2 2
DC 2F-F=F F F F aF
—F+E:—E (2a—x3)F—aF—(2a—x3)3+7
F
=Fla=x)
CA F F F F
— (x4—a)F+a— —(2x4—a)
2 2 2

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-19

Graphische Darstellung der Verlaufe:

A NF
<7 ,
>X1 o
(6)]
-1
S
=
=
10
o X -
3 NX
1
NE Y
A OF
><<r
>X1
-0,5 | [
S
S
- |
X, = -0,5
N><
orF ¥
M /(aF)
o]
» o ©
_0,5\‘)(1 e o
o =
S N
\’/\
= 3
R
o c|> -
X N><
3 o
M /(aF)

2. Energiemethoden
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-20 Prof. Dr. Wandinger

b) Horizontale Verschiebung des Lastangriffspunkts:

Mit N=F, OQ=—F/2 und M=aF/2 qiltflir die Formanderungsenergie:

F a

E
3EI

9 9
6612F2—8(12F2—7azF2+§c12F2+4a2F2+5azF2

9 7 9 9
—5a2F2+5a2F2—5a2F2+Za2F2

23

4

a’'F*
3EI

_ad’F*_d’(2F)
T 4EI  16EI

Die Horizontalverschiebung u, ist gleich der partiellen Ableitung von E* nach
2F:

OE" 24a*(2F) _d’F
0(2F)  16EI  4EI

U=

Loadcase 1:

Aufgabe 5:

Die Stltze BE wird durch die im Punkt B angreifende Kraft B ersetzt. Fir das
entstehende System wird die Formanderungsenergie in Abhangigkeit von F
und B ermittelt. Daraus konnen die gesuchten Grél3en nach den Satzen von
Castigliano und Menabrea ermittelt werden.

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-21 Prof. Dr. Wandinger

Schnittlasten:

Lastfall A: Lastfall B:

Abschnitt AB:
‘k MAZ MBZ
alF ' T ' 2a
\ » >
- X
1
X
_aF ! 'ZCIB
A M
aF
2a X
1

For Lastfall B sind die Schnittlasten in den Gbrigen Abschnitten null.

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-22 Prof. Dr. Wandinger

Abschnitt BC:
MA" A MAv
aF I\ aF ﬁ
a >X2 a >X2
Abschnitt CD:
M
i
Formanderungsenergie:
b [mleml] [ sl (M Ml
2EF—£ ET. +GIT dx+£ Ei +GIT dx+£E—Ide

Die Integrale werden mit einer Koppeltafel berechnet:

2a

a 2a
de+2 [ MAMPdx+2 [ M2 MP dx
0 a

E(M?+Mf)2dx:{ ((M;‘)2+(M’f)2

=2a
+2%a(—a F||-aB|

2 a F)2+%-2 a(—2aB)2+2%a(—2-2aB—aB)aF

:%3(2 F’+8B’—4BF)|

2dx:2a(aF)2:2a3’F2

o C—

U

2. Energiemethoden 16.09.14



Hohere Festigkeitslehre 2.2-23 Prof. Dr. Wandinger

2dxza(aF)zchF2

C
(M?)zde%a(aF)ZZ%chz , f (Mf
B

(M?)zdx:%a(aFf:%chz

AT A

a3 2 2 3a3F2
4F’+8B*—4BF |+
EI 2G1,

Z

Damit gilt; E'= c

Kraft in der Stitze:

Da die Stltze starr ist, ist die y-Verschiebung von Punkt B null:

0=2E __@ 16B—4F| » B=2
0B 6EI 4

Verschiebung von Punkt D:

OE" a’ 3a’F
= = (8F—4B)+
0F O6FI, GI,

Einsetzen flur B ergibt:

Vp

7 3

7 _EI
+
6EI. GI,

—+3
6 GI;

3

3
F
vp=a F =4

"~ EI

Aufgabe 6:

a) Stabkréfte:

2 2
ZFxZO . _gNAC-I-gNBC:O > Npc=Nyc

2. Energiemethoden
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Hohere Festigkeitslehre 2.2-24 Prof. Dr. Wandinger
> M°=0 : —3aF-aN,,=0 » N, =—3F
D F.=0 : V2N, +N,+F=0
> V2N, ,=—F+3F=2F 5 N,.=N,.=V2F

b) Biegemoment: A M
C D E_
'\ / g
-aF
-2aF

c) Verschiebung von Punkt E:

Forméanderungsenergie:

Pl NiDa+N§cﬁa+Nicﬁa 1(2aFfa 1(2aF)2a
2| EA EA EA '3 EI, 3 EI,
1a°F*| 1, 1d°F? I
=— 9+22+2V2+4|== 4+(9+4V2| ==
2 EI, aZA( V2+2:2] 2 EI, | ﬂazA
Verschiebung:
oE" 4&'F 1
=——= 4+9+42| =
YETOF T EIL o442}
Aufgabe 7:
a) Formanderungsenergie:
Biegemomente:
A A
B C D B C D

—CZF(-V 2aF /
D
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o M, (F )
—l ( ( )) dx
2% I,
1 j‘ Mby(FC)z X"‘jf‘ Mby(FC)Mby(FD) x+l]2 Mby(FD)2
29 EI, " El 2% EI,

Y

dx

Mit

M, (FC)de:%((aFc)2a+(aFc)2a):%a3F2C ,

Y

B — T 2D

Mby(FC)Mby(FD)dx:%(aFc)(ZaFD)a+éa(2~2aFD+aFD)(aFC)

5
4+

6

3
a3FCFD:5a3FCFD

und
I 1
f M,,y(FD)zde5((2aFD)2a+(2aFD)2-2 a):4a3F§)
A
folgt:

3
F a

E =
El,

1, 3 2
EFC+5FCFD+2FD

b) Verschiebungen der Punkte C und D:

2F+E
3792

3
EFC+4FD

6EF_ a’
oF. EI,

GEF_ a’
oF, EI,

Fp

WC: ’ WD:

c) Lagerkratft:

Mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe a) gilt
fur die Formanderungsenergie:

P a3 1 3
3F+2F D+2D

E =
EI, I,
Da die Vertikalverschiebung im Punkt D
null sein muss, folgt: B Haﬂeaﬂl D

8EF_ a (3

= —F.+4D_|=0
oD, EI\2 ¢ )

2. Energiemethoden 16.09.14
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2.2-26

L : 3
Daraus ergibt sich die gesuchte Lagerkraft zu Dz:_g F. .

Aufgabe 8:

Prof. Dr. Wandinger

Die Stiutze CD wird durch die im Punkt C angreifende Kraft C ersetzt. Fir das
entstehende System wird die Forméanderungsenergie in Abhangigkeit von F
und C ermittelt. Daraus kdnnen die gesuchten Grof3en nach den Satzen von
Castigliano und Menabrea ermittelt werden.

Schnittlasten:

2. Energiemethoden

Abschnitt AB: Abschnitt AB:
M M
y y
T 2a
> 2aC
Xl
-2aF >
2a X,
M A
aC
2a VXl
Abschnitt BC: Abschnitt BC:

16.09.14
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aC

. v

Formanderungsenergie:

My(F)zdx:%-Za-(—Z aF)2:§a3F2

My(F)My(C)dx:%-2a-(—2aF)-ZaC:—gchF

B C— b C— b C— W

My(C)de:%Qa-(ZaC)2:§a3C2

(My(F)+My(C))2dx=§a3(F2—2CF+C2

M (C)zde%a-(a C)ZZ%OtSC2

y

® W — b — W

fM)C(C)zd)c:2a(aC)2:2a3C2
A

Ergebnis:
a’(8F’—16C F+9C” Lac
6EI, Gl,

E"(F,C)=

2. Energiemethoden 16.09.14
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Kraft in der Stitze:
Da die Stltze starr ist, ist die Vertikalverschiebung von Punkt C null:

O0E" [—16F+18C 2C
0= =a +
oC 6E1y GI,
El
i 2 C:8_F 3+2 Y C:§F S C:8—F
EIy GIl, 3Ely GI, 3 Ely
9+6
GI,

Mit EI,/GI,=7/6 folgt: C:%F

Vertikalverschiebung von Punkt B:

F 3 S\F—C 3 3
w,=E _ 16F—16c|=24" "% F-Cl_81a'F_4a'F
OF 6EI, 3 EI, 32EI, 3EI
Aufgabe 9:
Stabkréafte:

Knoten D: Np=0, Nzp=Np
Balken CEF freigeschnitten:
> M=0 : —aN,,—2aF=0
> N,,=—2F

2
> F.=0 : gNBC:O > Ny=0

> F=0:—-N,—N,,—F=0
> N,=2F-F=F

Biegemoment:

In den Punkten C und F ist das Biegemoment null. In den Bereichen CE und
EF hat es einen linearen Verlauf.

Wert im Punkt E: (Schnitt unmittelbar rechts von E, negatives Schnittufer)
My(\/za)z—aF

2. Energiemethoden 16.09.14
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\2a 212a
J » X

Vertikalverschiebung von Punkt F:

Formanderungsenergie:

E”-li
"2 EA

E
VA DN N+ Nt N4 |
C

Einsetzen ergibt:

2 2 3 2 3
E'= “F1(1+4+4ypﬂ§F‘“ Fa
2E A 3 EI, 6EI,
Verschiebung:
OE" 1Fda I,
= =— 2 Y
"rTF 3 EI V22T
Aufgabe 10:

Das Loslager wird durch die unbekannte Kraft B, ersetzt. Die Formande-
rungsenergie wird in Abhéngigkeit der Krafte F und B, ermittelt. Daraus kon-

nen die gesuchten Groé3en mit den Satzen von Menabrea und Castigliano er-
mittelt werden.

2. Energiemethoden 16.09.14
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Lastfall A: Lastfall B:
X, A< X, AZ,
Ay o - AY
X X L a
A 2 t A
4> . — = — =L 4> .
X B =z
2
1Y<7al—><7a—>1 ZlPa—»
Normalkraft:

Abschnitt AB: N*(x,)=0 |, N®(x,)=0
Abschnitt BC: N*(x,)=—F N®(x,)=0
0

Abschnitt CD: N*(x,)=0 , N®(x,)=
Biegemoment:
Abschnitt AB Abschnitt BC Abschnitt CD
Lastfall A:
A M A MAy MAy
aF Y aF alF
F _—a X o % a %

-a

Lastfall B: o M7 (x,)=0 M (x,)=0
2aBy g
a 2a %,

: . 1 F?
Beitrag der Normalkraft zur Formé&nderungsenergie: Ez:EE—Z

2. Energiemethoden 16.09.14
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Beitrag des Biegemoments zur Formanderungsenergie:

2.2-31

Prof. Dr. Wandinger

D A B\? D A2 A B B\
EF:lf—(My+My) dlej(My) F2M M HMT
2% EI 29 EI,
[ (M2 ax 2 [ MIMPax [ (M®) dx
AB
2-1013F2 —Z-EaSB F+2-laSB F l-2a-(2aB )?
3 6 Y 6 Y 3 Y
BC a’ F? 0 0
CcD laSFZ 0 0
3
Z:L Zastle -2 F+§a3B2, = (6F —4B F+8B’
2EI |\3° 3 6~ 3 Y| 6EI,
Gesamte Formanderungsenergie:
a I
E'=E\+E;= 6+3——|F°—4B F+8B;
N B 6E A
Lagerkraft:
OE" 1
=0 : —4F+16B,=0 » B =—F
aBy y y 4
Vertikalverschiebung von Punkt D:
LN F—4B,|= “F [, 80
"PT8F T 6EI, aA T6EL|  4A

2. Energiemethoden 16.09.14
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Aufgabe 11:

2.2-32

Prof. Dr. Wandinger

Das Lager im Punkt C wird entfernt. Zur Ermittlung der Schnittlasten werden

zwei Lastfalle betrachtet:

Lastfall A: Lastfall B:
| *C
C [0
T cB—
| ] il
i i | a
\ ! i
_ |
1 T -
x |
; B
’ ¢ X, A a
A B i
e > a4 A B i
X > ,,,,,,
1 22 X
<7a4> 1
v 47614»
Z, Yz
1
Normalkraft:
Abschnitt AB: N*(x,)=—F , N®(x,)=0
Abschnitt BC: N*(x,)=0 , N®(x,)=-C
Biegemoment:
Abschnitt AB Abschnitt BC
Lastfall A:
AP M
y y
aF aF

2. Energiemethoden

<Y
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Lastfall B: M} (x,)=0
MB
"
-
X
1
-QCV

Beitrag der Normalkraft zur Formé&nderungsenergie:

FlaF 2aC
NZEA EA

a
2EA

(F2+2C2)

Beitrag des Biegemoments zur Formanderungsenergie:

c A B\? c A2 A B B2
1o | My+M| 1S (MOV+2MIMP+(M
Eg:_fudx: f< )) Y My+ (M) dx
2% EI 29 EI,
[ (M2 ax 2 [ MIMPax [ (MP) dx
AB 3 2
@k 2 liFre=—d'FC Loe
2 3
BC last 0 0
F a3 1 2 1 2 : 2 2
Ef= 4= |F?=FC+=C?|l=———[4F*—=3FC+C
2EI, 3 3 6E1,
Gesamte Formanderungsenergie:
v e alFP+2C% l4FP=3FC+C’
E =E,+E,= +
2EA 6E1,
Kraft im Lager C:
6EF_O _ 2aC+a3(2C—3F)_
oc 7 A 61,
2 2
2, 8 ee @y [ 2oy o 3E
A 3] 21, aA 3 2+121 /(a" A)

2. Energiemethoden
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