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12.09.14

3.1 Grundlagen

 Elastisches Material:

- Bel einem elastischen Material besteht ein eindeutig um-
kehrbarer Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor
und dem Verzerrungstensor:

o=fle|, e=f"(o

- Der Zusammenhang wird durch die tensorwertige Tensor-
funktion f beschrieben.

e Linear-elastisches Material:

- Bel einem linear-elastischen Material ist die Tensorfunktion f

linear, d.h. es gilt: f(o(elJrBez):o(f(el)JrBf(ez)
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3.1 Grundlagen

- Die Tensoren ¢ und & beschreiben lineare Beziehungen
zwischen Vektoren. Sie sind Tensoren 2. Stufe.

- Das lineare Elastizitatsgesetz stellt eine lineare Beziehung
zwischen Tensoren 2. Stufe her. Es definiert einen Tensor 4.

Stufe:
o=F:c

- Diese Beziehung wird als allgemeines Hookesches Gesetz
bezeichnet.

- Der Tensor E ist der Elastizitatstensor.
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3.1 Grundlagen

* Voigtsche Schreibwelse:

- Wenn die Spannungen und o o
Verzerrungen durch Spal- o, €,
tenmatrizen beschrieben o, €,
werden, lasst sich das all- . c
gemeine Hookesche Gesetz [G]I E [e]: -
durch Matrizen ausdriicken. T Yy

- Da die Tensoren ¢ und & :yz Y

symmetrisch sind, gentigen xz Y
sechs Komponenten.
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3.1 Grundlagen

- In Voigtscher Darstellung lautet das Hookesche Gesetz:

Py TR
o.| |En En Ey Ey Eys B €
O, |En Exn Eyx Ey LKy Exll €
O.|_|Ei Ly Es B3y LB Es| €
Tol| [Euw Ly Ey By By BV,
Ty by Ey Ey Ei Ess Eglly,.
To| |Ewe Ex Bz Eu Esg Eg|| Y

" o

- Die Matrix {E} heil3t Elastizitdtsmatrix.
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3.1 Grundlagen

Die Symmetrie der Elastizitatsmatrix {E} folgt aus Energie-
betrachtungen.

Ein allgemeines anisotropes linear-elastisches Material wird
durch 21 elastische Konstanten beschrieben.

Fur die Dehnungen gilt:
€=Eo/=S8|0o

Die Matrix {S} heildt Nachgiebigkeitsmatrix.
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3.2 Isotropes Material

e Definition:

- Bel einem isotropen Material hangt das Elastizitatsgesetz
nicht vom Koordinatensystem ab.

« Nachgiebigkeitsmatrix:

- Die Normalspannung ¢ verursacht die Dehnungen

_ 1 _v _ v
€©=5 0 §=75 0, €=—70,

- Dabeil ist E der Elastizitdtsmodul und v die Querkontrakti-
onszahl.

- Die Gleichheit der Dehnungen 3 und €. folgt aus der Isotro-
pie.
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3.2 Isotropes Material

_ Die Normalspannung o verursacht die Dehnungen

_ v _1 __ v
€ = E(ry, Ey—EO'y, €= E(ry

_ Die Normalspannung o verursacht die Dehnungen

Y Y 1
€ = EGZ’ €,= EGZ’ EZ—EO'Z

- Die Schubspannungen verursachen die Scherungen
1 1 1

yxyZETxy’ yyz:ETyz’ yxZZETXZ

- Die Konstante G helild3t Schubmodul.
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3.2 Isotropes Material

- Damit sich das Elastizitatsgesetz bei Drehungen des Koor-
dinatensystems nicht andert, muss gelten:

- Diese Beziehung folgt leicht aus der Tatsache, dass bel ei-
nem isotropen Material Hauptspannungsrichtungen und
Hauptdehnungsrichtungen gleich sind (s. unten).

- Zur Beschreibung eines isotropen Materials gentigen also
zwel unabhangige elastische Konstanten.
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3.2 Isotropes Material

- Die Verzerrungen fur einen allgemeinen raumlichen Span-
nungszustand ergeben sich durch Uberlagerung:

€, 1 —v —v 0 0 0 g,
€, -v 1 —v 0 0 0 g,
€, |_ 1|—v —v 1 0 0 0) 0,
yo| E[0 0 0 2(l+v] 0 0 |,
Y. 0 0 0 0 2(l+v] 0 |,
y.| [0 O O 0 0 2(1—|—v)l T
| | | |
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3.2 Isotropes Material

e Elastizitatsmatrix:

- Inversion der Nachgiebigkeitsmatrix fuhrt auf

I [
1—v Y Y 0 0 0
l(r 1 V 1—v Y 0 0 0 [ c 1
* vV vV 1—v 0 0 0 !
s 1—2v ©
o,|_ E 0 0 0 > 0 0 €,
Txy (1+V)(1_2V) O O O O 1_2V O yxy
Ty 2 Yy
T 1-2v || Y=
LN 0 0 0 0 0 I
2
I [

- Fdur v = 0,5 ist die Inversion nicht moglich.
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3.2 Isotropes Material

e Hauptachsen:

- Die Elastizitatsmatrix und die Nachgiebigkeitsmatrix zeigen,
dass keine Kopplung zwischen Schubspannungen und
Dehnungen und zwischen Normalspannungen und Sche-
rungen besteht.

- Dabher sind in einem Hauptachsensystem des Spannungs-
tensors die Scherungen null und in einem Hauptachsensys-
tem des Verzerrungstensors die Schubspannungen.

- Spannungstensor und Verzerrungstensor haben die glei-
chen Hauptachsen.
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3.2 Isotropes Material

« Kompressionsmodul:
- Fur die Dilatation gilt:

€,=€,+€ €,

1
:E 0,—vV0,—V0,—V0,+0,—VO0,—~V0,—V0,+0,
1-2v 3(1-2v] 1
= o, T0 +0 )2 o,=—-0,
E Yoo E K

- Die Konstante

heil3t Kompressionsmodul.
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3.2 Isotropes Material

- Firv=05gilt: €,=0

- Ein Werkstoff, dessen Volumen sich unter Belastung nicht
andert, wird als inkompressibel bezeichnet.

- Da sich die Nachgiebigkeitsmatrix fur v = 0,5 nicht invertie-

ren lasst, benotigen inkompressible Werkstoffe spezielle
Materialgesetze.
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3.2 Isotropes Material

» Beispiel:

- EIn prismatischer Korper befindet
sich in einer starren Hulse, in der
er sich reibungsfrei bewegen ] 7
kann.

- Auf der oberen Seite wird er
durch den konstanten Druck p be-

lastet. - x

- Gesucht sind die Spannungen
und die Verzerrungen.
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3.2 Isotropes Material

12.09.14

- Aus den Randbedingungen folgt:

- Aus dem Materialgesetz folgt:

0)

X

Oy

0)

<
u

E

“(1+v][1-2v)

Daraus folgt flr die Scherungen:

- Aus dem Kréaftegleichgewicht in z-Richtung folgt: o.=—p
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3.2 Isotropes Material

12.09.14

Aus der letzten Gleichung des Materialgesetzes folgt:

1—v 1+v|[1-2V]
_p:0Z2(1+Ev()(1—)2v)EZ - Ez:‘( E()l(—v)

P

Einsetzen in die beiden anderen Gleichungen ergibt:

5 =g — Ev c =V
T T v =2y 1= T

Farv=03qiltz.B.: €,=—--, 0,=0, =P

Die Dehnungsbehinderung fuhrt zu einem raumlichen
Spannungszustand.
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3.2 Isotropes Material

 Dehnungsbehinderung:

- Dehnungsbehinderung tritt auf, wenn sich mindestens eine
Spannungskomponente ortlich stark andert. Sie fuhrt zu ei-
nem ausgepragten raumlichen Spannungszustand.

- Beispiel: Kerbe

« Infolge der Querkontraktion zur Spannung o wirde der Quer-
schnitt ABCD die Form A'B'C'D' annehmen.

« Er wird daran jedoch durch das benachbarte weniger stark
belastete Material gehindert.

« Dadurch bilden sich auch Spannungen in x- und y-Richtung
aus.
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3.2 Isotropes Material

AC Z A
o,
5 D C

s
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3.3 Orthotropes Material

e Definition:

- Bel einem orthotropen
Material gibt es drei senk-
recht aufeinander ste-
hende Ebenen, bezlglich
denen die Materialeigen-
schaften symmetrisch
sind.

- Faserverbundwerkstoffe y
und Laminate zeigen ein
orthotropes Materialver-
halten.

X
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3.3 Orthotropes Material

 Nachgiebigkeitsmatrix:

- In einem Koordinatensystem, dessen Achsen parallel zu
den Schnittgeraden der Symmetrieebenen sind, gilt:

1/E, —v,lE, —v,E, 0 0 0
—v, lE, 1/E, —v,/E; 0 0 0
e v, /E, =v,/E, 1E, 0 0 0
0 0 0o 1/G, 0 0
0 0 0 0 1/G,, 0
0 0 0 0 0 1/G,
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3.3 Orthotropes Material

- Wegen der drei Symmetriebedingungen

Vio  Vor Vi3 Vi Vi3 Vg3
== = -
E, E,  E; E E; E,

wird ein orthotropes Material durch insgesamt neun vonein-
ander unabhangige elastische Konstanten beschrieben.
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3.4 Temperaturdehnungen

 Temperaturdehnungen:

- Bel einem isotropen Material gilt flr die Dehnungen infolge
einer Temperaturanderung AT :

€,=€,=€=0;AT

- Es treten keine Scherungen auf.

- Fr die Verzerrungen gilt: €=, AT

S OO = = =
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3.4 Temperaturdehnungen

 Gesamte Verzerrungen: - Die Temperaturspannun-

- Die gesamten Verzerrun-
gen ergeben sich durch
Addition der elastischen
Verzerrungen und der
Temperaturdehnungen:

gen berechnen sich zu
o =lEle]
=—3Kx,;AT

€= o/+e,
- FUr die Spannungen folgt:
o|=S]"(le|-les]]
=|E|[|e|~ ]|
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