1. Impuls- und Drallsatz

* Impulssatz * Drallsatz
- Bewegung des Schwer- - Drehung des Koérpers
punkts des Kdrpers auf- aufgrund vorgegebener
grund vorgegebener Kraf- Momente
te
> S @
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1.1 Bezeichnungen

Korper K

OO
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1.1 Bezeichnungen

* Punkt O ist der Ursprung des ortsfesten Bezugssystems.

* Punkt B ist ein kérperfester Punkt, der als Ursprung eines
KOrperfesten Bezugssystems dient.

* Punkt S ist der Schwerpunkt des Kdrpers.

* Punkt P ist ein allgemeiner Punkt des Kdérpers.

Prof. Dr. Wandinger 3. Kinetik des starren Korpers Dynamik 2 3.1-4



1.1 Bezeichnungen

« Vektor r_, ist der Ortsvektor des Punktes P im korperfes-
ten Bezugssystem.

« Vektor r__ist der Ortsvektor des Schwerpunktes S im kor-
perfesten Bezugssystem.

« Vektor r_, ist der Vektor vom Schwerpunkt S zum Punkt
P.

« Da der Korper starr ist, andern sich die Vektorenr_, r__
und r_, fur einen koérperfesten Beobachter nicht.
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1.1 Bezeichnungen

* Geschwindigkeit des Punktes P:

— FUr einen korperfesten Beobachter ist Punkt P in Ruhe:

B = _

- FUr einen Beobachter im ortsfesten Bezugssystem hat
Punkt P die Geschwindigkeit

Vo=V +wWX7rgp
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1.1 Bezeichnungen

* Schwerpunkt S :
- Im ortsfesten Bezugssystem gilt laut Definition

mrszf r,dm
K
- Daraus folgt fir den Vektor ¥sp=7p—Fg

f rspdmzf rpdm—f rodm=mro—r,m=0
K K K

— AUS Fps=Fpp—Tgp

folgt weiter:  mr o= [ 7, pdm
K
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1.2 Impulssatz

* Krafte am freige-
schnittenen Massen-
- element dm :

i an - auldere Krafte dF
r — Innere Krafte dFl,
dF . .
| - Die inneren Krafte sind
die Krafte, die die be-
nachbarten Massen-
elemente auf das be-
O trachtete Massenelement

ausuben.
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1.2 Impulssatz

* Der Impulssatz fir das * Das Integral Uber die
Massenelement lautet: auleren Krafte ergibt die
#,dm=d F+dF, resultierende Kraft:
* |ntegration Uber den Kor- f dF=F
per ergibt K
. * Aus der Definition des
F,dm=|dF+ | dF, ,
i P J; }[ Schwerpunkts folgt:
* Wegen Actio = Reactio mr = f r,dm
verschwindet das Integral K
der inneren Krafte: R m;.S:J" P, dm
| aF,=0 K
K
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1.2 Impulssatz

* Damit lautet der Impulssatz fur den Koérper:

mr,=F

* Der Schwerpunkt eines starren Korpers bewegt sich so,
als ob alle Krafte an ihm angriffen und die gesamte Masse
In Ihm vereinigt ware.
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1.3 Drallsatz

* Aus dem Impulssatz fir das Massenelement,
#,dm=d F+dF,

folgt mit v,=#,: rgpXVpdm=rpgpXd F+71g,Xd F,

* Integration Uber den Korper ergibt:
f rBPXdemzf rBPXdFJrf rppXd F,
K K K

* Die Beitrage der inneren Krafte heben sich wegen Actio =
Reactio auf:
f rpp¥Xd F ;=0
K
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1.3 Drallsatz

* Die Beitrage der aul3eren Krafte summieren sich zu dem
resultierenden Moment der dul3eren Krafte um den Punkt
B:

[ rppxdF=M,
K

e Damit bleibt: [ #,,xV,dm=M,
K
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1.3 Drallsatz

* Das Integral lasst sich weiter umformen:

- Zunachst gilt: rBPXvPZ%(rBPXvP)—i'BPXvP

- Wegen °®v,=0 gilt auRerdem:

Fop=WXT g, UNA V=V, +w X7,
- Damit folgt:

Fup XV p=(WXF g | X[V + WX P gp | =[0XF g | XV,
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1.3 Drallsatz

- Fur das Integral gilt also:

| #ppxv,dm= %(rBPva)dm—(wa r o, dm|Xv,
K K

K

_d
dt

 Definition: Die GrolRe

f(rBPXvP)dm—(merBS)XvB
K

LBzf(rBPXvP)dm
K

wird als Drall oder Drehimpuls bezlglich des Punktes B
bezeichnet.
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1.3 Drallsatz

* Damit lautet der Drallsatz in allgemeiner Form:

LB—m(erBS)XvBZMB

* Der Drallsatz wird auch als Drehimpulssatz oder
Momentensatz bezeichnet.
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1.3 Drallsatz

* Speziell: Schwerpunkt als Bezugspunkt

- Wird der Bezugspunkt B in den Schwerpunkt S gelegt, so
gitr_=0.

- Damit vereinfacht sich der Drallsatz zu L&=M,

- Die Anderung des Dralls beziiglich des Schwerpunkts ist
gleich dem Moment der aul3eren Krafte.

* Speziell: Bezugspunkt B ist ortsfest
- Fur einen ortsfesten Bezugspunkt B gilt v_ = 0.

- Der Drallsatz vereinfacht sich ebenfalls zu L,=M, .
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1.3 Drallsatz

* Beispiel: Drall der - Die Scheibe rollt mit der
rollenden Scheibe konstanten Schwer-
punktsgeschwindigkeit v_

und der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit w.

— Gesucht ist der Drall be-
° zlglich des Schwer-

> / punkts.
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1.3 Drallsatz

- Geometrie: * Radius R
* Dicke d
n L .
4 * Die Mittelebene der Scheibe
liegt in der én-Ebene des kor-
x perfesten Koordinatensystems.
> > & * Der Ursprung des korperfesten
R Koordinatensystems ist der
Schwerpunkt.

o S?—» ¢

T

Prof. Dr. Wandinger 3. Kinetik des starren Korpers Dynamik 2 3.1-18



1.3 Drallsatz

- Vektoren:
* Allgemeiner Ortsvektor: N
rop=5b,+nb +Ch,

e Ortsvektor von Punkt A:

ra=—Rb, S > ¢
* Winkelgeschwindigkeit: Fsa roo / P
w=—wbh, A
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3.1 Drallsatz

- Kinematik:
Vo=V +WXrg,

- Rollbedingung:

vV, =vstwXrg, =0
l
Ve=—wWXrg,
=—wRb, Xb,=w R Db,
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1.3 Drallsatz

- Drall bezuglich Schwerpunkt: Lszf(rSPxVP)dm
K

* Geschwindigkeit:
Vp=V+wXrgp=wRbg+|—wb,|X|Ebs+nb,+C b
ZwRbz—w’g'b,ﬁ—wnbgzw[(RJrn)bE—Ebn}

* Integrand:

rSPXvP:(§b§+nbn+ZjbC)><w[(R+n)b§—§bn}
:w[—gzbc—n(RJrn)bc+§(R+n)b,,+§z;bE]
=w|ECh+C(R+n)b,~ Rnb—|E%+n? b
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1.3 Drallsatz

* Integration: dm=pdV =pdCdA
dl2 dl2
f&zdm o[l | gcdc dA=pf £ | tdg|da
2—;1/5/2 d C;d/z
—pfa ] dA= pr——gldA 0
C=—-d/2
dl2
| ¢(R+nlam=p [| | |R+njgdC|dA
K A \—d/2
dl?2
—pf R+n) [ gdg|dA
—d/?2

fRndmZRf ndm=Rn,m=0
K K
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1.3 Drallsatz

* Das einzige Integral, das nicht verschwindet ist

[ [8+n*|dm=

K

[ d/2

o[| [ 1€+n’ldT
A [-dl2

pd [ [E2+n?aA

A

* In Polarkoordinaten qilt:

E=rcosq¢
n=rsing¢
§2+n2:r2
dA=rd ¢pdr

dA:pf
A

dl2

e+n’) [ dg

—d/2

dA
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1.3 Drallsatz

* Damit folgt:
21 [ R 21T }"4 r=R 21 R4
fieerianf{frajaflg] a o
zlnR‘L:%RzA
* Ergebnis:
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