3. Das Prinzip der virtuellen Arbeilt

3.1 Stab
3.2 Scheibe
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3.1 Stab

* Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeit:

O O

1 2

- Am Stab greifen als aulere Krafte die Einzelkrafte F. und
F, und die Volumenkraft f an.

- Die Formanderungsenergie ist gleich der von den aul3eren
Kraften verrichteten Arbeit:

1

lfe dV—2

F u+F, uz—l—ff )dV)
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3.1 Stab

— Lastfall A: Lasten F1A, FZA, f

%f eA(x)UA(x)dVZ% FfuerF‘;u‘;Jrf fA(x)uA(x)dV)

— Lastfall B: Lasten F1B, FZB, f°

%f eB(x)UB(x)deé(Ffuf—l—Ffuerf fB(x)uB(x)dV)

- Uberlagerung:
1 f (EA-I-EB) (O‘A+ O‘B) dV
2y

1

P B2 uf+u?)+ P FE) uf+u )+ [ 4+ fB)(uAJruB)dV]
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3.1 Stab

- Ausrechnen ergibt:
~Jlet ot et otav = [Flul+ Flul+ Flul+ Flu]
4
+ L[4+ 20 av
2y
- Materialgesetz:  e?o?=¢"Ec®=0"¢"
- Reziprozitatsgesetz:  Fiu’=F’u!, Fiul=F’u,

| rAufav=] fPu*av
|4 |4
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3.1 Stab

- Damitist gezeigt: [ e®o*av=ul F{+ul Fi+ [ u® f*dv
V |4

— Sei nun Lastfall A der tatsachliche Lastfall und Lastfall B ir-
gendein beliebiger anderer Lastfall.

- Die Verschiebungen fur Lastfall A werden mit v und die
Verschiebungen fur Lastfall B mit v bezeichnet.

- Die zugehdrigen Dehnungen und Spannungen sind:

O'AZO'ZE@ und eBzevzd—V

dx
- Die oberen Indizes kdnnen nun weggelassen werden, da
alle in der Formel auftretenden Lasten zu Lastfall A gehé-

ren.
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3.1 Stab

- Damit qilt:
fevadV=v1F1+v2F2+f v fdV
|4 |4

- Diese Beziehung wird als Prinzip der virtuellen Arbeit be-
zeichnet.

- Die Verschiebungen v werden als virtuelle Verschiebungen
bezeichnet.

- Als virtuelle Verschiebungen dirfen alle zulassigen Ver-
schiebungen eingesetzt werden.

- Zulassig sind alle Verschiebungen, die die Lagerbe-
dingungen erftllen.
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3.1 Stab

* Globales Gleichgewicht:

- Wenn der Stab nicht gelagert ist, ist v(x)=v,=const. eine
zulassige virtuelle Verschiebung.

- Wegen ¢, =0 folgt:  0=v,

F1+F2+ffdv)
%4

- Diese Gleichung beschreibt das Kraftegleichgewicht in
Stabrichtung.

Prof. Dr. Wandinger 3. Prinzip der virtuellen Arbeit FEM 3.3-7



3.1 Stab

* Lokales Gleichgewicht:

- Fdr eine beliebige virtuelle Verschiebung qilt:
L

feadv Af—adx Alv(x)o (x) E—A [ v ‘il;’dx

do
=Alv,0,—Vv,0,|—A | v—dx
( 2V 2 1 ,([' dx
- Einsetzen in das Prinzip der virtuellen Arbeit ergibt:

L
A(vzaz—vl(fl)—Ava;—adx v, F +v2F2+Afvfdx
0 X 0

— v,|Ac,—F,|—v,|Ac,+F,|= f

do
+—|dx
/ dx
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3.1 Stab

- Diese Gleichung ist nur dann fur beliebige virtuelle Ver-
schiebungen erflllt, wenn gilt:
F _F, d0'_|_

0-1:__, ()-2_ 5

A A dx

£=0

- Die ersten beiden Gleichungen sind die Randbedingungen
fir die Spannung.

- Die dritte Gleichung ist die Differenzialgleichung des Stabs,
die das Gleichgewicht am infinitesimalen Stabelement
beschrelbit.
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3.1 Stab

* Zusammenfassung:

- Das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet:

fevadV=v1F1+v2F2+fvde far alle v
V |4

- Im Prinzip der virtuellen Arbeit sind die folgenden Be-
dingungen enthalten:

* das Kraftegleichgewicht am Stab
* die Spannungsrandbedingungen an den Stabenden
* das Gleichgewicht am infinitesimalen Stabelement
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3.2 Scheibe

e Geometrie;

N
S e
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3.2 Scheibe

- Die Scheibe liegt in der xy-Ebene und bedeckt die Flache A.
- Die Randkurve der Flache A wird mit C bezeichnet.
— Die Scheibe hat die Dicke t und das Volumen V =t A.
- Die Randflache wird mit R bezeichnet.
* Lasten:
- Einzelkrafte F

- Flachenkraft g auf der Randflache R
- Volumenkraft fim Inneren der Scheibe
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3.2 Scheibe

* Prinzip der virtuellen Arbeit:

- Wie beim Stab lasst sich zeigen:

[l lolav=3[vif [F.ls [ Iy laars [ o av

v

- Dabel ist
Vve(x,y)|= \v};(iii € ]:[%Hv | [vntZ[v (x,, ym)]
:me e :qx<x)y) e :fx<x)y)
Fal| | Lo = el MG
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3.2 Scheibe

- Die virtuellen Verschiebungen |v*| sind beliebige Verschie-
bungen, die mit den Lagerungen vertraglich sind.

- Mit dV=tdA und dR=tds folgt:

J

A

T[ T T

ve qe ve fe td14

Fol+]

C

e
€ 128

v

T[O'}tdA:Z ta’s+f
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3.2 Scheibe

* Globales Gleichgewicht:
Vo
0

er

- Kraftegleichgewicht in x-Richtung:

* Die virtuelle Verschiebung ist eine Translation in x-Richtung.

* Wegen |e,|=|0 =|0] gilt:

er
€,|=10,| v}

v

0=v,

ZFm+qutds+ffxtdA) — ZszO
m C A

0
Vo

er

- Kraftegleichgewicht in y-Richtung:

* Die virtuelle Verschiebung ist eine Translation in y-Richtung.
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3.2 Scheibe

* Wegen |€ =0] gilt:

14

=0,V

0=v, Z me+f qytds+f fytdA) — Z F,=0
m C A
- Momentengleichgewicht um den Ursprung: vy =, —)
X
* Die virtuelle Verschiebung ist eine A

linearisierte Drehung um den

Ursprung. v
¢

y oy
o, ‘

>
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3.2 Scheibe

* Die Dehnungen berechnen sich zu

2 o
0x 0 0
O _
e=| 0 E ¢, xy =¢y| 0 |[=|0
a a __1+1_ _O_
oy O0Xx

* Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit folgt:

0= 4’0[2( y F_+x F_ —|—f —yq,+xq,|tds

+f(—yfx+xfy)tdA] = Y M =0

A
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3.2 Scheibe

* Lokales Gleichgewicht:

- Betrachtet wird eine
rechteckige Scheibe.

YA
= Im Inneren greifen Volu- N C, -
menkrafte und am Rand Fla-
henkrafte an. y
che .a . | " c ) c
- Es greifen keine Einzelkrafte A
an. . -
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3.2 Scheibe

- Virtuelle Formanderungsenergie:

0 0 O 0
[le)Ioav=t[|Z 20 +Z2g + 227 + 557 a4
v _ 2\ 0X 8_y 6_x oy
b | a a | b
ov oV oV oV
=t ~0 +—=1_ |dx|dy+t —0 +—71_ |dy|dx
e e [
b : a
=g ko) 0T
=t|||v,Oo,+V T — | |v *+v. —2\dx|d
-([ xTx Tyt wlx=0 { * Ay Y 5y Ly
a b
_ ", O
—I—tf [vyay+vxTxy]i:g—f v, Uy—H/x o dy | dx
0 0 0y Y
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3.2 Scheibe

[ dV = vacr+VT ds — tf

va+VT)ds

< Sy

-I-ZJ‘VO'-I-VT ds — tfvoJrVT)ds

—tf V.

- Virtuelle Arbeit der Flachenkrafte:

f v T[q}dth: vqu+quy)ds+t:
R C, C,
+1 vqu+quy)ds+tu

C, C,

80x+6‘rxy
ox Oy

dA

+v

oy ox |

Vg, tv, qy)ds

vqu+quy)ds
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3.2 Scheibe

- Virtuelle Arbeit der Volumenkraft:

J

|4

- Da die virtuellen Verschiebungen beliebig sind, folgt durch
Vergleich der Terme im Prinzip der virtuellen Arbeit:

v¢ vxfx+vyfy)dA

devzz£

80x+6TXy+f —0 T, = —¢,, o, = —q, auf C,
ox oy 7 o, = ¢q,, T, = ¢, auf C,
8(7y+8’rxy+f —0 T, = 4., o, = g¢q, auf C,
oy ox 7 o, = —¢q,, T, = —q, auf C,
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3.2 Scheibe

- Mit dem nach aul3den - Mit dem Integralsatz von
zeigenden Einheitsnorma- Gaul3 Iasst sich zeigen,
lenvektor dass die Ergebnisse auch

n]=|" far eine Scheibe belie-
n, biger Form gelten.
lassen sich die Randbe-
dingungen fir die n T

Spannungen zusammen-
fassen zu o -— —

o, n
n, 0 n, - _| 4. l
Yy
0 n, n, . q, n
- X)}-
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3.2 Scheibe

* Zusammenfassung:

- Das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet:

f T[O'}dV:Zm: Fm]+£

Vv
far alle

T T

e

q

e

felav

[

e e
v v

€, v, dR + f
|4

e
1

— Im Prinzip der virtuellen Arbeit sind die folgenden Be-
dingungen enthalten:

* die Gleichgewichtsbedingungen fir die Scheibe
* die Spannungsrandbedingungen am Rand
* die Gleichgewichtsbedingungen fir die Spannungen
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