2. Frele Schwingungen

* Bel freien Schwingungen greifen keine zeitlich veranderli-
chen aul3eren Krafte am schwingenden System an.

* Das System wird nach einer anfanglichen Stérung sich
selbst Gberlassen.

* Die Stérung kann in einer Anfangsauslenkung oder einer
Anfangsgeschwindigkeit bestehen.
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2. Frele Schwingungen

* Die einfachsten schwingungsfahigen Systeme sind lineare
Systeme:

- Die Ruckstellkrafte sind proportional zur Auslenkung.
- Die Dampfungskrafte sind proportional zur Geschwindigkeit.
* Beilinearen Systemen qilt das Superpositionsprinzip:

- Jede lineare Uberlagerung von Schwingungen ist ebenfalls
eine Schwingung.
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2. Frele Schwingungen

 Grundmodell:

- Das Grundmodell eines
einfachen linearen
schwingungsfahigen Sys- )
tems besteht aus einer Feder tj Dampfer
Masse, einer Feder und
einem Dampfer.

Masse

N
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2. Frele Schwingungen

* Bewegungsgleichung:

- Schwerpunktsatz:
ma=—F,—F,
m
- Mit F.=cx
X
F,=dx
a=Xx - Federsteifigkeit c: N/m

- Dampfungskonstante d.

folgt:  mi+dx+cx=0 I N _kg
mls s
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2. Frele Schwingungen

2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

2.2 Freie gedampfte Schwingungen
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

* Ldsung der Bewegungsgleichung fur das Grundmodell:

- Fdur freie ungedampfte Schwingungen lautet die Bewe-
gungsgleichung: mi+cx=0
- Division durch die Masse m fuhrt auf die Standardform der
Schwingungsgleichung:
i+ x=0
m

- Die Losung dieser Gleichung ist eine harmonische
Schwingung mit der Kreisfrequenz

C
W=/ —
m
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

- Die allgemeine Lésung lautet:  x(¢)=x_sin(wt+¢)
- Die Amplitude x_und die Phase ¢ werden aus den
Anfangsbedingungen bestimmt:

x,=x(0)=x,_sin(¢p) ~ tan(cl)):wxo . Z\/x2_|_ v, 2
vo=X(0)=wx,cos(¢) vo " Tlw
- Beispiele:

x,70, v,=0 : x,=|x,

a

x,=0, v,#0 : xa:%, tan(¢p)=0 — =0
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

* Beispiel: Kragbalken mit - Um die Masse um die Stre-
Einzelmasse cke w zu verschieben, ist die
Kraft El
F:3—3W
7 E, I - L
— erforderlich (vgl. Festigkeits-
- L . lehre).
. ¢ F - Fur die Federkonstante c qilt
__=: also:
S~ w C:E:3E_g
w L
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

- Damit folgt fur die Kreisfrequenz:

\F_/ El
W=4|—= .
m m L

- Der Balken schwingt mit der Frequenz

1 El
=——3
4 2\ mL’
3
und der Periode T:lzzn mL
f 3EI
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

* Beispiel: Rollschwinger - Eine zylindrische Walze mit
Masse m und Massentrag-

heitsmoment J_ bezuglich

des Schwerpunktes wird
durch eine im Schwerpunkt
befestigte Feder der Stei-
figkeit ¢ gehalten.

- Die Walze kann auf einer
horizontalen Ebene rollen.
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

- Walze freigeschnitten: - Momentensatz beziiglich
Schwerpunkt S:

Jop=rH
- Schwerpunktsatz:

mx=—cx—H
— H=—crp—mrdoe

- Schwingungsgleichung:

- Rollbedingung: (J5+mr2)c'i>+cr2¢20
xX=r¢ — X=ra¢
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

- Standardform der Schwingungsgleichung:

2
cr

b+ =0
? J5+mr2¢

- Daraus kann abgelesen werden:

wz\/ cr . = 1\/ cr
J+mr’ 21\ J+mr’
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

* Beispiel: Pendel mit - Der Korper mit Masse m und
Feder Massentragheitsmoment J, ist

Im Punkt A gelenkig aufgehangt.
- Im Punkt B ist eine lineare Feder

ﬁ‘ mit der Federkonstanten ¢ befes-
A ﬂT tigt.
h
mJ S|y, - Gesucht ist die Frequenz fir

Schwingungen mit kleiner Ampili-

W J tude.
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

= Fdar kleine Winkel gilt: - Krafte am ausgelenkten
. Korper:
X¢=hsingp~hgop
£
Xz=hzsinp=h,¢p A
S
B
G=mg
F.=cxz=chyp
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

- Momentensatz beziglich A:  J,¢p=—h,cos(¢p)F,.—x,G

- Mit cos(¢)~¢ und den Beziehungen fir x_und die Krafte
folgt: JAc'i)—I—(chfg#—hSmg =0

- Standardform der Schwingungsgleichung:

h +ch’
RRALL A
A

- Daraus kann abgelesen werden:

\/hsngrcth 7 1 \/hsngrchZB
w= S
J 4 21T
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

e Statische Vorlast:

/. /. /.
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

- Statische Ruhelage: - Vorspannkraft und sta-
tische Last sind im
cx,=G Gleichgewicht.
- Schwerpunktsatz: - Bel linearen Systemen

muss die statische Last
nicht bertcksichtigt

- mi+cx=0 werden, wenn die Aus-
lenkung von der sta-
tischen Ruhelage aus
gemessen wird.

mix=G—c(x,+x)

- Eine Schwingung erfolgt
Immer um die statische
Ruhelage.
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2.1 Freie ungedampfte Schwingungen

- Die Frequenz kann aus der statischen Auslenkung berech-

net werden:
* Gewichtskraft: G=mg
. . . C . g
* Statische Ruhelage: CX=mg— ==

* Frequenz:
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Beirealen Systemen werden die Schwingungsausschlage
mit der Zeit kleiner, und die Schwingung kommt zum Still-
stand.

* Ursache sind Energieverluste durch Reibungs- und
Dampfungskrafte:

- Lagerreibung
- Luftwiderstand
- Innere Reibung des Werkstoffs

Prof. Dr. Wandinger 4. Schwingungen ™™ 4.2-19



2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Dampfungskrafte sind stets der Bewegungsrichtung ent-
gegengesetzt.

* Die genaue Beschreibung aller dampfenden Einfllsse ist
aufwandig.

* Das einfachste Dampfungsmodell ist das Modell einer ge-
schwindigkeitsproportionalen Dampfung:

Fyo=dv=dx

 Dampferkonstante d:
- Einheit Kraft/Geschwindigkeit: 1Ns/m = 1kg/s
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Losung der Bewegungsgleichung:
- Aus mi+dx+cx=0

folgt nach Division durch m die Standardform

¥+28x+w’x=0 I

- Dabei wurde die Abklingkonstante 5:2i
m

eingefuhrt.
kg _1

- Die Dimension der Abklingkonstante ist —2—=— .,
s'kg s
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Einsetzen des Lésungsansatzes
x(t)=Ae", x(t)=aAe", x(t)=A"Ae"

- fuhrt auf  [A24+285A+w?| Ae*'=0 .

= Nichttriviale Losungen mit A#0 existieren nur, wenn die
charakteristische Gleichung

AM+26A+w =0
erfullt ist.

Prof. Dr. Wandinger 4. Schwingungen ™ 4.2-22



2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Die charakteristische Gleichung hat die beiden Lésungen

52
21

A1,2=—6i\/52—w2:—5i\/w2
o

- Mit dem Lehrschen Dampfungsmal3

folgt:
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Dampfungsfalle:

- Starke Dampfung:

* D>1:2reelle L6sungen
- Kritische Dampfung:

* D=1:1reelle Lsung
- Schwache Dampfung:

* D < 1: 2 komplexe Losungen
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Starke Dampfung:
- Es gibt 2 reelle L6sungen A, ,=—d6+u

mit p=wVD*— 1=V —w?<s |
- Die allgemeine Losung der Schwingungsgleichung ist
X(Z>:A1e?\lt_I_Aze?\zt:e—éZ(AleIJZ_I_Aze_IJt)

- Das ist eine exponentiell abklingende Funktion.

- Fur die Geschwindigkeit folgt:

)'c(t)z—ée_ét(Ale“t—kAze_“t)-l—e_mu(Ale‘”—Aze_“t
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Die Konstanten A und A, konnen aus den Anfangsbe-
dingungen bestimmt werden:
* Verschiebung: xo=x(0)=A,+A,
* Geschwindigkeit: v,=x(0)=—6(A,+A,)+u(A,—A,)
=—(6—p)A,—(6+u) A,
(86—l
-1
(6+u)x,+v,
2u

A, + A, = X,
—[6—ulA, — [6+ulA, = v,

{8+
1

(6+u—0+u)A=(6+u)x,+v, - A=

(6—p) x4+,
2u

(6—pu—0—p)A,=(6—u)x,+v, - A,=—
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

\X(t)\
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Kritische Dampfung:

- Es gibt nur eine reelle Losung A;=A,=—§
- Die allgemeine L6sung lautet: x(z):(AlJrAzt)e—m

- Die Konstanten A, und A, konnen wieder aus den Anfangs-
bedingungen bestimmt werden.

- Dieser Fall wird auch als aperiodischer Grenzfall bezeich-
net.
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

x(t)

t

- Der Ausschlag geht schneller gegen Null als bel starker
Dampfung.

- Technische Anwendung findet der Grenzfall z.B. bei der
Auslegung von Messgeraten.
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Schwache Dampfung:
- Es gibt 2 komplexe Lésungen A, ,=—d*iw,

mit wd:wm ,
- Die allgemeine L6sung lautet
x(z):AleAlt_l_AzeAzz:e—az Aleiwdt-l-Aze_iwdt

mit zweil komplexen Konstanten
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Mit den Eulerschen Formeln

e*=cosx+isinx, e “=cosx—isinx

folgt: x(t):e_m[(aﬁ-ibl)(cos(wd +isin(w,?)|
=e_5t[(a1+a2)cos(wd )—(b,—b,)sin(w 1)

+i((b1+b2)cos(wdt)+(a1—a2)s1n(wdt))]

t)
+(a2+ib2)(cos(wd —isin(w,t)
(

- Die L&sung ist reell fur
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Damit lautet die allgemeine Ldsung:
x(t)ze_‘”(Clcos(wdt)+Czsin(wdt))

- Fir die Geschwindigkeit folgt:
)'c(t):—cie_‘”(Clcos(wdt)+Czsin(wdt))
+ff5Qudﬁ—CHsh1det}+C§costdtﬂ
=e_5t[(wdC2—6Cl)cos(wdt)—(wdClJréCz)sin(wdt)]
- Die Konstanten kénnen aus den Anfangsbedingungen
bestimmt werden: _ _ _
x,=x(0)=C, - C,=x,

V,+0 X,
Wy

v,=x(0)=w,C,—8C, - C,=
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Ergebnis:

_ Vot+OX
x(t)=e | x,cos(w, t)+|— L

sin (w )

W,

- Wie im ungedampften Fall |asst sich die L&sung auch in der

Form x(t)=Ce "'sin|w, 1+

schreiben.
-

2
, [ Vyt+0X, Wy X,
, tangp=

XoT

- Dabei gilt:

d Vo +0 X,

Iy VotoXx,
x,=Csing¢, ” =Ccos¢

d
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

w., T =271
« T, dt d

x(t) |

™ 4.2-34
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Es liegt eine exponentiell - Bei vielen praktischen
abklingende Schwingung Anwendungen ist
VOor. D < 5%.
- Die Frequenz f der ge- - Far D = 5% qilt:
dampften Schwingung ist [ :
kleiner als die Frequenz f TZM —0,05°=0,9987
der ungedampften
Schwingung: - Die Abweichung von der
ungedampften Frequenz
j;d _®a_ D2 betragt also etwa 0,1%.
o
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Logarithmisches Dekrement:

* FUr das Verhaltnis von 2 Ausschlagen im Abstand einer
Periode T _gilt:

x (1) Ce *'sin(w, t+¢) 5T,
j— :e
x(t+T,) Ce_é(HT")sin(wd(t—l—Td)—l—cb)
* Das logarithmische Dekrement ist definiert durch
2—1T:2Tl' D =
Wy 1-D

* Fur sehr schwache Dampfung (D < 10%) qilt die Naherung

V1-D’~1 — A=2mD

x(1)

A=In
x(t+T,)

=5T,=6
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

* Beispiel: Einachsiger - Das Berechnungsmodell
Anhanger des Anhangers besteht
aus einem starren Korper
mit Masse m und

L Massentragheitsmoment
L — J. um den Schwerpunkt.
m, J

Lo e - Das Fahrwerk wird durch

S‘/ /S\Q eine Feder und einen

A % Dampfer beschrieben.
d C
]
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Gesucht: - Anhanger freigeschnitten:

* Frequenz f der ungedampf-
ten Schwingung

* Wert der Dampfer-
konstanten d, damit eine
Anfangsauslenkung ¢_

nach zwei vollen
Schwingungen auf ¢ /50

abklingt

* Die Auslenkungen kénnen
als klein angenommen
werden.
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Momentensatz bezlglich A: (JS+mL§)<[>:—LFFF—LDFD
- Krafte: F.=cL.sin¢p~cL,p
Fp=dLpycos(p)p~dLyd

- Schwingungsgleichung: (JS+mL§)<'i>+dL§)<])+cL§¢:0

- Standardform: " Jr2 L

¢+ ~p+ =0
Jt+mLy Jt+mLy

- Frequenz der ungedampften Schwingung:

f= w _ 1 cL;
2 21\ J +mL:
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Ausschlag nach 2 vollen Schwingungen:
$(2T,))=Ce **"'sin(2w, T ,+x)=Ce **"“sin(4m+x)

ze_z‘sT"cl)O:cl)O/SO
— ¢"*=50 — 26T ,=In(50)
D
J1-D?
D
1-D°

- Mit 6T ,=21 folgt:

In(50)=41m - n%(50)(1—D*=16m"D?

In%(50)=|16 w’+1n(50)| D> — D=0,2972
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Mit D=6/w folgt:

dLé 2w D
_>
Jo+mL: L}

2wD=26=

- Ergebnis:

d=22\c 127 grm 1) =222 e 12 g v m L)

Ly Ly

Prof. Dr. Wandinger 4. Schwingungen ™ 4.2-41



