Strukturdynamik 1.2-1 Prof. Dr. Wandinger

1.2 Stochastische Lasten

LOosungen

Aufgabe 1

Aus der Definition des Erwartungswerts folgt durch elementare Rechnung:

Elag(x)+bh(y))= | (,[op (x, y)lag(x)+bh(y)|dy
J pley)ate)ds|aven ([ ple.y)nly)as
fp dy x+bT h(y (T p(x,y)dx

) slx)p.(x) dX+b_fwh y)py(y)dy
aE[g(x)l+bE[h(y)]

dx
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Aufgabe 2

a) Mittelwert

Mit dem Ergebnis von Aufgabe 1 gilt:
E[x—w,]=E[x]-E[n.]=u,—1n,=0
Dabei wurde benutzt, dass u. keine Zufallsvariable ist, so dass gilt:

fux x)dx= fo p(x)dx=u,

b) Quadratischer Mittelwert

Aus der Definition der Varianz folgt:

or=E[(x—u,|=E[x*-2u, x+u}]=E[x"] -2u, E[x]+W=E[x’]-u
Umstellen ergibt:

E[x’]=0+u;
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Aufgabe 3

Da die Zufallsvariablen stochastisch unabhangig sind, gilt:

p(x,y)=p(x)p,(y)
Damit berechnet sich der Erwartungswert zu

Elglh0)=] | p.(x)p, (g (e)n(y)ay
Iopy(y)h(y)dy

p.lx)g(x)dx [ p,(y)h(y)dy=ELg(x)ELh(y)]

dx

=] p.(x)glx) dx

8

—3

8

Aufgabe 4

a) Mittelwert und Standardabweichung

Fur den Mittelwert folgt sofort:  w,=E[ax(k)+b]=au +b
Die Varianz berechnet sich zu
Oi:E[(ax(k)H?—uy)z]:E[(ax(k)+b—aux—b)2]
=E[a’(x(k)-u,

Daraus folgt: o,=[a|o,

l=a’ o>,

b) Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Fur die Kovarianz gilt:

C,=E[[x(k)—u, ) y(k)—u,]=E[[x(k)—u,
=aE|[(x(k)—u,[]=ac’

Daraus folgt fur den Korrelationskoeffizienten:

ax(k)+b—aux—bﬂ

2
C ao’,

Yy  —

P»=3,0,

- |Cl|0'2 :sgn(a)

Ein Korrelationskoeffizient von 1 oder -1 zeigt also an, dass zwischen den
beiden Zufallsvariablen eine lineare Abhangigkeit besteht.
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Aufgabe 5

Bestimmung der Parameter

Fur den quadratischen Fehler qilt:
e*(x, y)=lax(k)+b—y(k)f
=a’x*(k)+b*+y* (k)+2ab x(k)—2ax(k)y(k)-2b y(k)
Der Erwartungswert berechnet sich zu
E[ez}zazq)i+b2+1pi+2abux—2aE[xy]—2buy .
Fur ein Minimum muss gelten:

LELE1=0 © 2ayie2bu,=2E[y1=2(C,

9 awi-'-b M}C:CXy-'- Mx My (1)
LE[]=0 :  2b+2au,=2y,
> au b=y, (2)
Subtraktion der mit u,. multiplizierten Gleichung (2) von Gleichung (1) ergibt
2 2
a Ipx_ux :ny .

Xy

C
Mit y>—u =0’ folgt;: a= =

X

C,
Aus (2) folgt: b=u,—au,= =2 b

X

Berechnung des Minimums

Mit b=u,—auw, gilt zunachst:
ern=min E[e’]=a’ P +u,—au,[+y;
a,b '
+2alw,—au,ju,—2a(C +u.u,|=2(u,—au,ju,

2 2 2 2
Py~ Uy +wy_My_2any
:a20§+0§—2any

2
—a

Einsetzen flr a ergibt:
2 2
2 _ny 2_2 ny 2(1_

2 2

— 3 :Oy(l_pxy

2
y

€ min— 2 +Oy 2 :Gy
X X

C
2
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Daraus folgt:

€ in __ / 2
o, ~ l_pxy

Der Fehler ist null fur p,,=%1.

Aufgabe 6
Fur den Erwartungswert des Stichprobenmittelwerts gilt:
1 N

N &

E[x]=E :%; E[x,-]=%(NMx)=Mx

Fur den Erwartungswert der Stichprobenvarianz gilt zun&chst:

2 1 Y ) 1 X 2
E[S ]:E m;(xi—x) :mE ;(xi—x)
Die Summe berechnet sich zu
N N
('xi—x) :Z(xt_ux-l-tu‘x_x)
i=1 i=1
N N N
=Z;(x,-—ux —2§(xi—ux X2 w,—x|
N
:Z(xi—ux 2—2N(X—MX2+N()_C-MX2
i=1
N
=2 [x— ~N(x-u,f
Mit
E[(xl—ux)z}zoi
und
, 1 N 2 1 N 2
()_C_Mx = N;xi_ux :F i;(xi_!*x
folgt:
o N 5, 1 b
E =30 v ® ;(x" H

Fur das Quadrat der verbleibenden Summe qilt:
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N

=2 |

|x;—
1]\71
=[x~ 42

i=1 i=1j

Fur den Erwartungswert folgt:

E Z(xi—ux :N(Ji+22 Z (E[xx}—

i=1 i=1 j=i+l

Mz

i(xi—ux

i=1

—u 42

N
l:
N

X _Mx Mx)

—

j=i+l

Mz

( — + 2
X .x u X xiMx Mx
i+1

2

Uy E[xi]+E[xj])+“‘)2c

Da die einzelnen Messungen stochastisch unabhangig sind, gilt
E[xixj]:ui.
Mit E[x;]=E[x;]=u, folgt: E[x,x,]-u

JE[x J#E[x) ][+l =wl—2 12 +12=0
N 2 1 2 2

Damit ist gezeigt: E[s’]= N_1% " N_7 %=

Aufgabe 7

Aus der Definition der Kreuzkorrelation folgt:
R, (—t)=E[x(t—7)y,(1)]

Da die Kreuzkorrelation nicht von der Zeit r abhéangt, andert sich ihr Wert
nicht, wenn ¢ durch ¢ + t ersetzt wird:

R, (=t)=E[x(t+71=7)y(r+7)]=Ely, (1+7)x,(1)]=R (1)

Fur y, = x. folgt daraus: R..(—T)=R.(7)

Aufgabe 8

Aus der Definition der Kreuzkorrelation folgt:
ny(r):E[xosin(Z:rc f(t+1:)+q)(k))yosin(2rcft+1p(k))]
=x, Y, E[sin[27 f(r+7)+¢ (k)|sin[27 fr+y(k)]]
Da die Phasenwinkel stochastisch unabhéngige Variablen sind, folgt
ny( )= xoyoE[sm 2nf(t+t +¢ (k }E(sm 2rcft+1p } 0,

da die beiden Erwartungswerte null sind.

1. Dynamische Lasten 19.02.24



Strukturdynamik 1.2-6 Prof. Dr. Wandinger

Aufgabe 9

a) Zeitlicher Mittelwert des Produkts

Der zeitliche Mittelwert des Produkts ist definiert durch

T
<xk(t)yk<t)>:mﬂxk(z>yk(;)df.
Fur die beiden Realisierungen
xk(t):xosin(2ﬂ:fxt+¢xk) und yk(t):yosin(2nfyt+q)yk)
berechnet sich der Integrand zu
xk(t)yk(t):xoyosin(2:rcfxt+q)xk sin(2nfyt+q)yk)
:lxoyo[cos(Zn(fx—fy)t+q)xk—q)yk)—cos(2n(fx+fy)t+q)xk+q)yk)} )

2
Integration ergibt:
ka(t))’k<t)dt
0
Cxyo|[sin 2= £ )00 [T [sin2a(f 4 f )0 o) |
a 47': fx_fy t=0 fx+fy =0
X0 Yo sin(2 Tc(fx—fy)T+¢xk—¢yk)—sin(¢xk—(])yk]
e fo—F,
XY sin(2n(fx+fy) T+¢xk+q)yk)_8in(q)xk+¢yk)
431: fx+fy

Da dieser Ausdruck fir alle Werte von T endlich ist, folgt fir den Grenzwert:

1 T
lim—f x (1) y (¢)dt=0
T

T->o0

b) Zeitlicher quadratischer Mittelwert

Der zeitliche quadratische Mittelwert ist definiert durch

<xi(t)>=lim%ix,f(t)dt .

T >0

Fir die Realisierung x,(t)=x,sin[2x f 1+¢ | berechnet sich das Integral zu
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T

T
Ixi(t)dt:xéf sin2(2nfxt+(|)xk)dt
0

0

[ . t=T
_ 2 1 . Ok _Sln(2(2nfxt+q)xk))
T2 2nf, 8 f, =0
_X2 lT_Sin(z(znfxT-Fq)xk))_Sin(2¢xk)
SN2 8 f, '
Fur den Grenzwert folgt:
T x2
hm—fxi(t)dt:—o
T 0 2

Aufgabe 10

Fur die Uber den zeitlichen Mittelwert berechnete Autokorrelation gilt:

<xk(t+r)xk(t)>=1im%x3(k){sin(2nf(t+t))sin(2nft)dt

T

:xﬁ(k)nmlfsm(zn f(t+7))sin (27 f1)dt

T >0 0

Mit sin (2 f(¢+7))=sin(2m f¢)cos(2m f t)+cos(2m f t)sin (27 f T) folgt fur das
Integral:

} sin (27 f (1+7))sin (2 f ¢)dt

=cos(2mf r)f sin2(2nft)dt+sin(2nfr)f sin(2m ft)cos(2m £ t)dt

T sin(4nfT)

2 8 f

+sin(2:rcfr)sin2(2:rch)
4n f

=cos(2m f 1)

Der zeitliche Mittelwert

<xk(t+r)xk(t)>:x0£k) cos(2m )

hangt Gber den Index k von der Realisierung ab. Der Prozess ist nicht ergo-
disch.
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Aufgabe 11

GNU Octave-Skript zur L6sung der Aufgabe:

Ubungsblatt 1.2, Aufgabe 11: Wasserfall
Statistische Analyse

FHHH*

pkg load statistics

file
fid

mfilename () ;
fopen([file, ".res"], "wt");

# Konstanten

nbin = 50; % Intervalle fir die H&dufigkeitsverteilung
# Daten einlesen

[x, £s] = audioread([file, ".wav"]);
# Mittelwerte

Xm = mean(x); s2 = var(x); s = sqrt(s2);

fprintf (fid, "Mittelwert

fprintf (fid, "Varianz
fprintf (fid, "Standardabweichung

%$8.5f\n", xm);
%8.5f\n", s2);
%$8.5f\n", s);

# Kurtosis und Schiefe
b2 = kurtosis(x); gl = skewness (x);

fprintf (fid, "Kurtosis
fprintf (fid, "Schiefe

%8.5f\n", b2);
$8.5f\n", gl);

# Haufigkeitsverteilung

xmax = max(abs(x));
edges = linspace(—xmax, xmax, nbin + 1);
xc = 0.5 * (edges(l : nbin) + edges(2 : end));

N = hist (x, xc);
# Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
dx = mean (diff (edges));
pdfx = N / (length(x) * dx);
pdfg = normpdf (xc, xm, s);
# Ausgabe
figure(l, "position", [100, 500, 600, 600],
"paperposition", [0, O, 12.5, 8.5]);
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Abbildung 11.1: Wahrscheinlichkeitsdichte

plot (xc, pdfx, "color", "green", "marker", "+",
xc, pdfg, "color", "red");

legend ("Daten", "Gauss");

grid;

xlabel ("x");

ylabel ("p(x)");

print ([file, ".svg"], "-dsvg", "-FArial:12");

fclose (£id);

Die Ausgabedatei enthalt die folgenden Werte:

Mittelwert = -0.00279
Varianz = 0.00957
Standardabweichung = 0.09781
Kurtosis = 3.10774
Schiefe = 0.00994

Es handelt sich mit sehr guter Naherung um einen Gauf3schen stochasti-
schen Prozess. Das zeigt auch die in Abbildung 11.1 dargestellte Wahr-
scheinlichkeitsdichte.

Aufgabe 12

GNU Octave-Skript zur L6sung der Aufgabe:

# Ubungsblatt 1.2, Aufgabe 12: Statistik stochastischer Prozesse
#
#

file = mfilename();
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fid = fopen([file, ".res"], "wt");
# Daten einlesen

data

dlmread([file, ".csv"]);

# Auswertung

m = mean (data) ;
msq = meansq(data);
v = var (data);
kurt = kurtosis(data);
skew = skewness (data);
fprintf (£id,

" x1 x2
fprintf (£id, "

" \n") ;

fprintf (fid, "Mean value: %$8.5f %8.5f
fprintf (fid, "Mean square value: %8.5f %8.5f
fprintf (£fid, "Variance: %$8.5f %8.5f
fprintf (£fid, "Kurtosis: %$8.5f %8.5f
fprintf (fid, "Skewness: %$8.5f %8.5f

# Haufigkeitsverteilung

figure(l, "position", [100, 100, 900, 350],

"paperposition", [0, O, 15,

subplot (1, 3, 1);

hist (data(:, 1), 30);

title("x1");

grid;
subplot (1, 3, 2);

hist (data(:, 2), 30);

title ("x2");
subplot (1, 3, 3);

grid;

hist (data(:, 3), 30);

title("x3");

grid;

1

01);

print ([file, ".svg"], "-dsvg", "-FArial:10");

fclose (£id);

%8.
%8.
%8.
%8.
%8.

Prof. Dr. Wandinger

x3

5f\n",
5f\n",
5f\n",
5f\n",
5f\n",

\n");

m) ;
msq) ;
v);
kurt) ;
skew) ;

Abbildung 12.1 zeigt die Haufigkeitsverteilungen. Die Haufigkeitsverteilungen
des ersten und des dritten stochastischen Prozesses zeigen in guter Nahe-

rung eine Normalverteilung.
Die Ausgabedatei enthalt folgende Werte:

x1 x2 x3
Mean value: 0.00113 -0.00730 0.49695
Mean square value: 4.00569 3.02051 4.22012
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Abbildung 12.1: Haufigkeitsverteilungen

Variance: 4.00576 3.02052 3.97324
Kurtosis: 3.00207 1.78943 2.99244
Skewness: -0.00638 0.00546 -0.00384

Die Zahlenwerte bestétigen, dass der erste und der dritte stochastische Pro-
zess mit guter Naherung Gaul3sche stochastische Prozesse sind.

Aufgabe 13

Esgilt: R, (T)=E[x(t+7)y,(t)]=E[x.(t+7)x,(t—A1)]
Mit der Substitution r=7+A¢ folgt:
R, (t)=E[x,(T+At+7)x,(7)]=R,(t+ A1)

Aufgabe 14

Zur Berechnung der Standardabweichung und der Korrelationen wird die
Funktion cov verwendet. Sie liefert eine symmetrische Matrix, deren Diago-
nalelemente die Varianzen und deren Aul3erdiagonalelemente die Kovarian-
zen sind. Daraus kdnnen die gesuchten Grof3en berechnet werden.

# Ubungsblatt 1.2, Aufgabe 14: Zylinder
#

#
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file
fid

mfilename () ;
fopen([file, ".res"], "wt");

# Daten einlesen

data = dlmread([file, ".csv"]);
# Rechnung

m

(o]
S

mean (data) ;
cov (data) ;
sqrt (diag(c));

rl2
rl3
r23

c(l, 2) / (s(1) * s(2));
c(l, 3) / (s(1) * s(3));
c(2, 3) / (s(2) * s(3));

# Ausgabe

fprintf (£id,
" r h v\n");
fprintf (£id, " ");
fprintf (f£id, " \n");
fprintf (£id,
"Mittelwert: %$8.2f %8.2f %$8.2f\n", m);
fprintf (£id,
"Standardabweichung: %9.3e %9.3e %9.3e\n", s);

fprintf (fid, "\nKorrelationskoeffizienten\n\n");

fprintf(fid, " Radius - Hohe: %$9.3e\n", rl2);
fprintf(fid, " Radius - Volumen: %9.3e\n", rl3);
fprintf (fid, " Hbéhe — Volumen: %9.3e\n", r23);

fclose (£id);

Die Ausgabedatei enthalt folgende Ergebnisse:
r h v

Mittelwert: 5.00 100.00 7854.27
Standardabweichung: 5.027e-04 1.103e-03 1.587e+00

Korrelationskoeffizienten

Radius - Hoéhe: 7.560e-02
Radius - Volumen: 9.986e-01
Hohe — Volumen: 1.272e-01

Radius und H6he sind nahezu unkorreliert, ebenso Hohe und Volumen. Radi-
us und Volumen sind stark korreliert.

1. Dynamische Lasten 19.02.24



