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4.1 Prinzip der virtuellen Leistung

Lösungen

Aufgabe 1

Bei einer Biegung in der xz-Ebene gilt nach der Balkentheorie von Euler-Ber-
noulli für die Verschiebung

u (x , z)=ϕ(x) z  .

Dabei ist ϕ(x) der Winkel, um den sich der Querschnitt um die y-Achse dreht. 
Für die Verzerrungen folgt:

ϵx=
∂ u
∂ x

=
d ϕ

dx
z , ϵy=

∂v
∂y

=0, γ xz=
∂ u
∂ z

+
∂w
∂ x

=ϕ(x)+ dw
dx

 

In der Balkentheorie von Euler-Bernoulli wird die Scherung vernachlässigt:

γ xz=0 → ϕ(x)=−
dw
dx

 

Mit σ y=σ z=τxy=τyz=0  folgt:

σ x=E ϵx=E
d ϕ

dx
z=−E z d

2w
dx2  

{
~
γ̇ }

T
{σ }=

~
ϵ̇ xσ x=E z2 d2~ẇ

dx2

d 2w
dx2  

Damit berechnet sich die Bilinearform K zu

K [~v ,u ]=K [
~ẇ ,w ]=∫

0

L

∫
A
E z2 d 2~ẇ

dx2

d 2w
dx2 dAdx=∫

0

L

E I y
d 2~ẇ
dx 2

d2w
dx2 dx

Bei einer Bewegung in der xz-Ebene ist die Verschiebung v in y-Richtung 
null. Damit gilt für die Bilinearform M:

M [~v ,u ]=∫
V

ρ (~u̇ u+~ẇ w )dV=∫
0

L

ρ∫
A

(z2~
ϕ̇ ϕ+

~ẇw )dA dx

=∫
0

L

ρ(I y d
~ẇ
dx

dw
dx +A~ẇ w)dx=M [

~ẇ ,w ]

 

Mit der Substitution x=L ξ  gilt für den homogenen Balken mit konstantem 
Querschnitt:
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M [
~ẇ ,w ]=ρL∫

0

1

(
I y
L2

d~ẇ
d ξ

dw
d ξ

+A~ẇ w)d ξ=ρA L∫
0

1

( iy
2

L2
d~ẇ
d ξ

dw
d ξ

+
~ẇw )d ξ  

Dabei ist iy=√ I y /A  der Trägheitsradius. Bei schlanken Balken ist der Träg-
heitsradius klein im Vergleich zur Länge des Balkens, weshalb der erste 
Term unter dem Integral meist vernachlässigt wird. Dann gilt:

M [
~ẇ ,w ]=ρA∫

0

L
~ẇ w dx  

Aufgabe 2

Für die Komponenten des Vektors der virtuellen Geschwindigkeit gilt:

[
~v Rx
~v Ry
~v Rz

]=[
~v 0 x
~v 0y
~v 0 z

]+[
~ωx
~ωy
~ω z

]×[
x
y
z ]=[

~v 0 x+
~ωy z−~ωz y

~v 0y+
~ωz x−~ωx z

~v 0 z+
~ωx y−~ωy x ]

Daraus berechnen sich die virtuellen Verzerrungsgeschwindigkeiten zu:

~
ϵ̇ x=

∂
~v̇ Rx

∂ x =0 , ~
ϵ̇ y=

∂
~v̇ Ry

∂ y =0, ~
ϵ̇ z=

∂
~v̇ Rz
∂ z =0

~
γ̇ xy=

∂~v Rx
∂ y +

∂~v Ry

∂ x =−~ω z+
~ωz=0

~
γ̇ yz=

∂~v Ry

∂ z +
∂~v Rz
∂ y =−~ωx+

~ωx=0

~
γ̇ xz=

∂~v Rx

∂ z +
∂~v Rz

∂ x =~ωy−
~ωy=0

Aufgabe 3

Bei einem komplett frei geschnittenen Körper sind die Starrkörpergeschwin-
digkeiten ~v R  als virtuelle Geschwindigkeiten möglich. Da die virtuellen Ver-
zerrungsgeschwindigkeiten für Starrkörpergeschwindigkeiten null sind, gilt

{
~
γ̇ }

T
{σ }=0

für alle virtuellen Starrkörpergeschwindigkeiten. Damit reduziert sich das Prin-
zip der virtuellen Leistung auf

0=∫
V

~v R⋅f dV +∫
A

~v R⋅t dA für alle ~v R .

Für Starrkörpertranslationen in Richtung der Koordinatenachsen folgen dar-
aus die Gleichgewichtsbedingungen für die Kräfte:
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~v R=e x → ∫
V
f x dV +∫

A
t x dA=∑ F x=0

~v R=e y → ∫
V

f y dV +∫
A

t y dA=∑ F y=0

~v R=e z → ∫
V

f zdV +∫
A

t zdA=∑ F z=0

Für Starrkörperrotationen um die Koordinatenachsen ergeben sich die 
Gleichgewichtsbedingungen für die Momente:

~v R=e x×r → ∫
V

(e x×r )⋅f dV +∫
A

(ex×r )⋅t dA=0

Mit der allgemein gültigen Beziehung

(a×b )⋅c=a⋅(b×c )

folgt:

∫
V

e x⋅(r× f )dV +∫
A

ex⋅( r×t ) dA=∑M x
O
=0

Entsprechend folgt:
~v R=e y×r → ∫

V

e y⋅(r×f ) dV +∫
A

e y⋅( r×t )dA=∑M y
O
=0

~v R=e z×r → ∫
V

ez⋅( r× f )dV +∫
A

e z⋅(r×t )dA=∑M z
O
=0

Wird als Bezugspunkt für die Rotation ein anderer Bezugspunkt als der Ur-
sprung gewählt, so ergibt sich das Momentengleichgewicht bezüglich diesem 
Bezugspunkt.
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