
Strukturdynamik 5.1-1 Prof. Dr. Wandinger

5.1 Diskretisierung

Lösungen

Aufgabe 1

a) Randbedingungen  

Für die Werte der Ansatzfunktion an den Rändern folgt unmittelbar:

w (0)=w1 , w2(1)=w2  

Mit den Ableitungen

dH 1

d ξ =6ξ
2
−6ξ ,

dH 2

d ξ =−L (3ξ2−4ξ+1 )  

dH 3

d ξ =−6ξ
2
+6ξ ,

dH 4

d ξ =−L (3ξ
2
−2ξ )  

der Interpolationsfunktionen und mit d /dx=(1 /L )d /d ξ  folgt für die Werte der 
Ableitungen der Ansatzfunktion an den Rändern:

dw
dx (0)= 1

L
dw
d ξ (0)=−ϕ1 ,

dw
dx (1)= 1

L
dw
d ξ

(1)=−ϕ2

b) Starrkörperbewegungen  

Translation in z-Richtung: w1=w2=w0, ϕ1=ϕ2=0

w (ξ)=(H 1(ξ)+H 3(ξ))w0= (2ξ
3
−3ξ2+1−2ξ

3
+3ξ

2 )w0=w0 ✔

Rotation um die z-Achse, z. B. um Knoten 1:

ϕ1=ϕ2=ϕ , w1=0, w2=−L ϕ

w (ξ)=(H 2(ξ)+H 4(ξ)−H 3(ξ))L ϕ

=(−ξ
3
+2ξ

2
−ξ−ξ

3
+ξ

2
+2 ξ

3
−3 ξ

2 )L ϕ=−ξ Lϕ
✔

c) Matrizen  

Mit  d 2 /dx2=(1 /L2)d 2/d ξ
2  gilt für die Elemente der Steifigkeitsmatrix:

Kmn=
E I y
L3

∫
0

1 d 2H m
d ξ

2

d 2H n
d ξ2 d ξ  
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Strukturdynamik 5.1-2 Prof. Dr. Wandinger

Mit 

d 2H 1

d ξ2
=12 ξ−6 ,

d 2H 2

d ξ2
=−L (6ξ−4 ) ,

d 2H 3

d ξ2
=−12 ξ+6 ,

d 2H 4

d ξ
2 =−L (6ξ−2 )  

folgt:

K 11=
E I y
L3

∫
0

1

(12ξ−6)
2d ξ=12

E I y
L3

 

K 12=−
E I y
L2

∫
0

1

(12 ξ−6 ) (6ξ−4 ) d ξ=−6
E I y
L2

 

K 13=
E I y
L3

∫
0

1

(12ξ−6) (−12 ξ+6 ) d ξ=−12
E I y
L3

 

K 14=−
E I y
L2

∫
0

1

(12 ξ−6 ) (6ξ−2 ) d ξ=−6
E I y
L2

 

K 22=
E I y
L ∫

0

1

(6 ξ−4 )
2d ξ=4

E I y
L  

K 23=−
E I y
L2

∫
0

1

(6ξ−4 ) (−12ξ+6 )d ξ=6
E I y
L2

 

K 24=
E I y
L ∫

0

1

(6 ξ−4 ) (6ξ−2 )d ξ=2
E I y
L2

 

K 33=
E I y
L3

∫
0

1

(−12ξ+6 )
2d ξ=12

E I y
L3

 

K 34=−
E I y
L2

∫
0

1

(−12 ξ+6 ) (6ξ−2 ) d ξ=6
E I y
L2

 

K 44=
E I y
L ∫

0

1

(6ξ−2 )
2 d ξ=4

E I y
L  

Damit lautet die Steifigkeitsmatrix:

[kE ]=
E I y
L3 [

12 −6 L −12 −6 L
−6 L 4 L2 6L 2 L2

−12 6 L 12 6 L
−6 L 2 L2 6L 4 L2

]  

Für Starrkörperbewegungen müssen die elastischen Kräfte null sein:

Starrkörpertranslation in z-Richtung:
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Strukturdynamik 5.1-3 Prof. Dr. Wandinger

[uz
E ]=w0[

1
0
1
0] , [k E ] [u z

E ]=
E I yw0

L3 [
12 −6L −12 −6L

−6L 4L2 6 L 2L2

−12 6L 12 6L
−6L 2L2 6 L 4L2

][
1
0
1
0 ]=[

0
0
0
0 ] ✔

Starrkörperrotation um den Mittelpunkt des Elements:

[uϕ

E ]=ϕ [
L /2
1

−L /2
1

] , [kE ] [eϕ
E ]=
E I yϕ
2 L2 [

12 −6 −12 −6
−6L 4 L 6L 2 L
−12 6 12 6
−6L 2L 6L 4 L ][

1
2

−1
2

]=[
0
0
0
0
] ✔

Für die Elemente der Massenmatrix gilt:

M mn=ρAL∫
0

1

H mH nd ξ  

Die Berechnung der Integrale ergibt:

M11=ρAL∫
0

1

(2 ξ
3
−3ξ

2
+1 )

2
d ξ=13

35 ρAL  

M12=−ρAL2∫
0

1

(2ξ
3
−3ξ

2
+1) (ξ

3
−2 ξ

2
+ξ )d ξ=−

11
210 ρAL2  

M13=ρAL∫
0

1

(2 ξ
3
−3ξ

2
+1 ) (−2 ξ

3
+3ξ2 )d ξ= 9

70 ρAL  

M14=−ρAL2∫
0

1

(2ξ
3
−3ξ

2
+1) (ξ

3
−ξ

2 )d ξ= 13
420 ρAL2  

M22=ρAL3∫
0

1

(ξ
3
−2ξ

2
+ξ )

2
d ξ= 1

105ρAL3  

M23=−ρAL2∫
0

1

(ξ
3
−2ξ

2
+ξ ) (−2 ξ

3
+3ξ

2 )d ξ=−
13
420 ρAL2  

M24=ρAL3∫
0

1

(ξ
3
−2ξ

2
+ξ ) (ξ

3
−ξ

2 )d ξ=−
1
140 ρAL3  

M33=ρAL∫
0

1

(−2ξ
3
+3ξ2 )

2
d ξ=13

35 ρA L  

M34=−ρAL2∫
0

1

(−2ξ
3
+3ξ

2 ) (ξ
3
−ξ

2 )d ξ= 11
210 ρA L2  
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Strukturdynamik 5.1-4 Prof. Dr. Wandinger

M 44=ρAL3∫
0

1

(ξ
3
−ξ

2 )
2
d ξ= 1

105ρAL3  

Mit m=ρAL  lautet die Massenmatrix:

[mE ]= m
420 [

156 −22 L 54 13L
−22 L 4L2 −13L −3L2

54 −13L 156 22 L
13 L −3L2 22 L 4L2

]  

Die Massenmatrix kann durch Berechnung der kinetischen Energie für die 
Starrkörperbewegungen überprüft werden.

Für eine Starrkörpertranslation in z-Richtung gilt:

[ u̇z
E ]=ẇ0 [1 0 1 0 ]

T  

E K=1
2 [ u̇z

E ]
T

[mE ] [ u̇z
E ]=

1
840
mẇ0

2
[1 0 1 0 ] [

210
−35L
210
35L ]=1

2
mẇ0

2
✔

Für eine Starrkörperrotation um den Mittelpunkt des Elements gilt:

[ u̇ϕ

E ]=
ϕ̇

2
[L 2 −L 2 ]

T  

E K=1
2 [ u̇ϕ

E ]
T

[mE ] [ u̇ϕ

E ]=
m ϕ̇

2

3360
[L 2 −L 2 ] [

84 L
−7L2

−84
−7

]= 1
24
mL2 ϕ̇2= 1

2
J z ϕ̇

2
✔ 
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