31.10.20
2. Fourier-Transformation

* Die Fourier-Transformation ist ein wichtiges Hilfsmittel fr
die dynamische Analyse linearer Systeme:

- Die Fourier-Transformierte der Antwort ist gleich dem Pro-
dukt der Fourier-Transformierten der Anregung mit der Fou-
rier-Transformierten der Impulsantwortfunktion.

- Aus der Fourier-Transformierten der Impulsantwortfunktion
konnen die dynamischen Eigenschaften des Systems un-
mittelbar abgelesen werden.

* Die Fourier-Transformierte der Impulsantwortfunktion wird
als Ubertragungsfunktion bezeichnet.
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31.10.20
2.1 Definition

e Definition:

- Die Fourier-Transformation einer Funktion x(z) ist definiert
durch

- Die untere und die obere Grenze streben unabhangig von-
einander gegen unendlich.

- In der Strukturdynamik sind die Zeitfunktionen x(z) immer
reell. Die Fourier-Transformierten X(f) sind in der Regel
komplex.
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31.10.20

2.1 Definition
* Beispiel 1: Rechteckimpuls T
t<0 : x(t)=0 !
0<t<T : x(t)=1
t>T : x(t)=0 -
T t
00 T
X(f):f x(t)e—szzdt:fe—szrdt:_ 1 (e—2m'fT_1
— 0 2mi f
— (cos(2rch)—1—isin(2ﬂ:fT))
2mi f
= [sin(ZchT)+i(cos(2rch)—1)]
2 f
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31.10.20
2.1 Definition

- Der Wert fur f =0 ergibt sich als Grenztubergang.
- Nach der Regel von de I' Hospital gilt:

=T dmiTe T
X(O>‘?E’% omif  ame e

- Aus

folgt allgemein:

* Der Realteil von X(0) ist gleich der Flache unter der Funktion
x(1), und der Imaginarteil ist null.
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31.10.20
2.1 Definition
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31.10.20

2.1 Definition
* Beispiel 2: Dreieckimpuls A
t<—T x(t)=0 1
—T<t<0 : x(t)=1+4tIT
0<t<T : x(t)=1—tIT
t>T . x(t)=0 T T [
o0 0 / T /
_ —2mi ft 2mift —2mift
X(f)—_foox(t) dt__fT I+ dt+{ 1—7) dt
T 0 / T ¢
_ —2mi ft 2wift 2mi ft
—_J;e dt+_fTTe dt—!Te dt
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31.10.20

2.1 Definition
—2mift
- Mit | te > gr=S 1+27i ft) folgt:
J1e 3w fT f1) folg
X(f)
:[_ e 2! N e—2nift1+27|:ift =0 B e—2nift1+2ﬂift =t
2rif iy (2ﬂjf)2T t=—T <2T|:f)2T =0
_e“"fT—e‘“"fTJr1—e2“"fT(1—2me)+1—e‘2“"fT(1+2me)
2mi f 2 f)T (2 f)T
_2—@2me—e_2me_2(1—COS(27IZfT))_4Sin2(ﬂ:fT)
2ufPT  (Q2af)T (2mfPT
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31.10.20

2.1 Definition
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31.10.20
2.1 Definition

* Beobachtungen:

- Die Lage des ersten Nulldurchgangs ist umgekehrt propor-
tional zur Impulsdauer 7.

- Am Aufbau des Impulses sind alle Frequenzen betelligt.

- Die Frequenzen bis zur ersten Nullstelle liefern den grof3ten
Beitrag.

 Existenz der Fourier-Transformation:

- Eine notwendige Bedingung ist, dass die zu transformieren-
de Funktion gegen null geht, wenn die Zeit gegen unendlich

geht.
- Eine hinreichende Bedingung ist f |x ()| dt<oo.
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31.10.20
2.1 Definition

 |nverse Transformation:

- Die inverse Fourier-Transformation ist gegeben durch

( — lim J‘ X 2niftdf:jo X(f)esztdf

F>o

- Bel der inversen Transformation miussen die Grenzen In
gleicher Weise gegen unendlich streben (Cauchyscher
Hauptwert).

- Furr=0gilt:  x(0)= [ X(f)df
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31.10.20
2.1 Definition

* Deutung:

- Eine periodische Funktion x(r) mit der Periode T kann als
unendliche Summe von harmonischen Schwingungen dar-
gestellt werden (Fourier-Reihe).

- Die Frequenzen sind ein Vielfaches einer Grundfrequenz

Af=1/T : . |
X(t): Z CneZTclnAft

n=-—o00

- EIne nichtperiodische Funktion ist aus unendlich vielen
Schwingungen aller Frequenzen aufgebaut.
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31.10.20
2.1 Definition

- Jede dieser Schwingungen ist beteiligt mit der infinitesima-
len komplexen Amplitude

C,=X(nAf)Af
- Der Grenziubergang Af — 0 fuhrt auf das Fourier-Integral
x(t)= [ x(f)e*™ " df

- Die Funktion X(f) wird als Spektralfunktion, Spektraldichte
oder Frequenzfunktion bezeichnet.

- Die Funktion IX(f)l heildt Amplitudendichte.
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

e Linearitat:

- Sel X, (f) die Fourier-Transformierte der Funktion x, (¢) und
X, (f) die Fourier-Transformierte der Funktion x, (¢), und
seien ¢, und ¢, zwei Konstanten.

- Dann folgt fur die Fourier-Transformierte der Funktion
x(t)=c x,(t)+cyx,(1)

=, f x, (¢ 2mftdt+cz_f x,(t)e ™ dt
X

—C1 4 )+62X (f)
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

* Mal3stabsanderung:

- Sel X(f) die Fourier-Transformierte der Funktion x(¢).

- Fur die Fourier-Transformierte Y(f) der Funktion y(¢)=x(at)
mit reellem, von null verschiedenem q qilt:

o0

Y(f)=f x(at)e *™ ' dt

— 0

- Die Substitution t = at, dt = adr fuhrt auf
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

e Zeitverschiebung:

- Sel X(f) die Fourier-Transformierte der Funktion x().

- FUr die Fourier-Transformierte Y(f) der Funktion
y(t) = x(t - Ar) mit reellem Az qilt:

o0

Y(f)=[ x(t—At)e ™" s

— 00

- Die Substitution t = — At, dt = dr fuhrt auf

o0

Y(f):f x(r)e_sz(ﬁm)dTze_szAtX<f)

— 00
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

* Transformation der Ableitung:

Sei X(f) die Fourier-Transformierte der Funktion x(7).
Fur die Fourier-Transformierte Y(f) der Ableitung

=it g

t)e—2m'ft dl_

Partielle Integration ergibt

o0

T )'c(t)e_zmﬁdIZ[x(t _2mftl§:oooo—f x()=2mi fe ™" ar

Da x(¢) Iim Unendlichen verschwindet, ist der erste Sum-
mand auf der rechten Seite null. Es bleibt

0

[ i) a=2mif [ x(t)e ™ dr=2mi £ X(f)

— o0
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

* Beispiel: System mit einem Freiheitsgrad

- Bewegungsgleichung:  mx(z)+d x(t)+cx(t)=1(¢)

- Die Fourier-Transformation fuhrt auf
—(2nfVm+2nifd+c|X(f)=L(f)
- Dabel ist L(f) die Fourier-Transformierte von I(r) und X(f)

die Fourier-Transformierte von x(1).

- Durch die Fourier-Transformation geht die lineare Differen-
zialgleichung in eine lineare algebraische Gleichung lber.
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

- Die algebraische Gleichung kann leicht nach X(f) aufgelost
werden

- Durch inverse Transformation kann die Losung x(7) be-
stimmt werden.

 Komplex konjugierte Transformation:

- Unmittelbar aus der Definition der Fourier-Transformation
folgt: .
X(f)=] x(t)e™ " di=X (- f)

— 00

e Faltung und Korrelation:
- Selen x(t) und h(r) zwel reelle Funktionen der Zeit t.
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

- FUr die Fourier- Transformation der Faltung
f h(t)x(t—1)d
gilt
tle ™ dt

f)= (0 —Mffdt:_]i(ih(—c)xu—
-

(e 0]

| x(t=v)e ™™ ar

— o0

h(r)dr:iX(f)e‘“"f‘h(r)dr

=X f)_fwh(r)e—“i“dr:X(f)H<f)

- Durch die Fourier-Transformation geht das Faltungsintegral
In ein Produkt Uber:

:_Ioh(r)x(t—r)dr < Y(f)=H(f)X(f)
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

- FuUr die Fourier-Transformation der Korrelation

2l0)=J xlr+e)y()d

folgt entsprechend:

o0

z(f)=

[ x(i+7)y(x)d]e
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

 Produkt:
_ Mit x(t):f X<g>€2m'grdg

- Damit ist gezeigt:

2(t)=x(1)y(r) & Z(f)=[ X(g)Y(f—g)dg=X*Y

— 00
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31.10.20
2.2 Eigenschaften

* Die Parsevalsche Gleichung:

- Seilen x(7) und y(r) zwel reelle Funktionen, deren Fourier-
Transformierte existieren.

- Aus o | -
J xle)y(e)e™ ™ dr= [ X(g)v(f—g)dg
folgt fur f = 0:

o0

- Fur y(1) = x(¢) gilt speziell: T X’ (t)de= [ |x(f) df

— 0
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