17.05.23
3. Frequenzganganalysen

* |n Kapitel 2.3 wurde gezeigt:

- Antworten auf harmonische Lasten sind harmonisch.

- Antworten auf harmonische Lasten werden durch die Uber-
tragungsfunktionen beschrieben.

- Ubertragungsfunktionen konnen daher durch Frequenz-
ganganalysen ermittelt werden.

 Im Folgenden wird gezeigt, wie die Ubertragungsfunktio-
nen fur die rechteckige ebene Platte bestimmt werden
kdnnen.
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 Komplexe Schwingungsgleichung:
- Die Platte wird angeregt durch die harmonische Last
p(x.y,0)=R[P(x,y)" " |=R[P(x,y)e'"], Q=2nf
- Fir die Antwort gilt: w(x,y,t)=R[W(x,y)e'?]
- Dabei sind P(x, y) und W(x, y) komplexe Amplituden.
- Fur die zeitliche Ableitung qilt:
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0’ iQ1
- Entsprechend folgt: a;; =R(-Q*We'|

- Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt:

4 4 4
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- Diese Gleichung ist nur dann fur beliebige Werte von ¢ er-
fallt, wenn die komplexe Schwingungsgleichung erfullt ist:

Strukturdynamik

Prof. Dr. Wandinger 4. Ubertragungsfunktionen 4.3-3



17.05.23
3. Frequenzganganalysen

* Modale Superposition:

- Die komplexe Schwingungsgleichung lasst sich leicht I6sen,
wenn die Eigenschwingungen bekannt sind.

- Da sich jede Funktion, die die wesentlichen Randbedingun-
gen erflllt, als Uberlagerung von Eigenfunktionen darstellen
lasst, gilt

W(x,y>:§§anWmn(x,y>

mit noch zu bestimmenden komplexen modalen Koeffizien-
ten Qu, .
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Einsetzen in die komplexe Schwingungsgleichung ergibt:

o % 4

:1 ox" 8x26y2 oy B ™| B
0w o'w o'W
Mit 4D —— 4”1”:K;‘mwmn:m;nﬂwmn
0Xx OX 0y 0y B
folgt: 0h D> 0, ~*)0,. W, =P
m=1n=1

Zur Bestimmung der modalen Koeffizienten wird diese Glel-
chung mit W,,, multipliziert und Uber die Flache integriert.
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- Mit den Orthogonalitatseigenschaften der Eigenfunktionen
folgt:

b a
tpabhle?,~€|0,,=[ [ PW,,dxdy
0O O

- Mit der Plattenmasse m,=pabh

und den Erregerfrequenzverhéltnissen m,,= (D%m = ff
ergibt sich:
1 b a
2 2 .
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- Mit den modalen Lasten der statischen LOosung
b a (Mmn = 0) UNd
L,.=]| [ Pw,,dxdy 1
v o Hu(n): 2
folgt: 1—m
4L 1 folgt welter:
an: 2 1_ 2 g
Mp Wy 1 =M Qs M) =@ H (M)
- Mit den modalen Koeffizi- - Jede Eigenschwingung
enten verhalt sich wie ein Sys-
, 4L, tem mit einem Freiheits-
D= ey, grad.
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* Berucksichtigung von Dampfung:

- Ohne Dampfung sind die modalen Koeffizienten reell und
werden unendlich, wenn die Erregerfrequenz mit der Reso-
nanzfrequenz Ubereinstimmt.

- Wie beil Systemen mit einem Freiheitsgrad kann Dampfung
mithilfe des Lehrschen Dampfungsmalfes bertcksichtigt
werden. Dabei kann jede Eigenschwingung ein eigenes
Lehrsches Dampfungsmal’ D, haben.

- Wie bel Systemen mit einem Freiheitsgrad gilt:
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Die modale Ubertragungsfunktion lautet:
1 _ 1-m’—2iDn

H(n,D)= =
(D) 1-n'+2iDn [1-n?['+4 Dy’

Infolge der Dampfung ist die modale Ubertragungsfunktion
komplex. Damit sind auch die modalen Koeffizienten kom-
plex.

Die komplexen Beitrage der einzelnen Eigenfunktionen ad-
dieren sich zur komplexen Verschiebungsamplitude W(x, y).

Daraus kann die reelle Amplitude und der Phasenwinkel an
jeder Stelle der Platte ermittelt werden.
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e Einzelkrafte:

- In der Praxis werden Platten haufig durch Einzelkrafte be-
lastet.

- Einzelkrafte sind Idealisierungen fur Druckkréfte, die aul3er-
halb einer kleinen Umgebung des Angriffspunktes ver-
schwinden.

- Eigenfunktionen, deren Wellenlange grol3 im Vergleich zu
den Abmessungen des belasteten Gebiets ist, kdnnen in
dieser Umgebung als konstant angesehen werden.
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- Wirkt die Druckkraft nur auf dem kleinen Gebiet A,, dann
gilt far die modale Last:

Lmn:fPWmndANWmn(xP’yP)fPdA:Wmn(xP’yP)L
A A

p p

- Dabel sind (xp, yr) die Koordinaten des Kraftemittelpunkts,
und
L=[ PdA
AP

ISt die resultierende Kraft.
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« Ubertragungsfunktionen:

- FUr die Verschiebung am Punkt Q infolge einer Kraft L am
Punkt P gilt:

4L > < nmn’
W Xo> yQ m_z_ Z )Wmn('xP’yP)Wmn<xQ’yQ)

mn

- Daraus folgt fur die Ubertragungsfunktion:

4 o H nmn, )
HQP m_z Z Wmn('xP’yP)Wmn<xQ)yQ>
P m=1n=1 @,
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- Fur die Ubertragungsfunktion zwischen der Beschleunigung
am Punkt Q infolge einer Kraft am Punkt P qilt:

Z z nmn, )Wmn<xP’yP)Wmn(xQ’yQ)

mn

- Ubertragungsfunktionen flr Spannungskomponenten wer-
den berechnet, indem die Spannungen fir die einzelnen Ei-
genfunktionen berechnet und Uberlagert werden.

- Fur Vergleichsspannungen konnen keine Ubertragungsfunk-
tionen angegeben werden, da Vergleichsspannungen nicht-
linear von den Spannungskomponenten abhangen.
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* Reziprozitat:

- Fur die Ubertragungsfunktion zwischen der Verschiebung
am Punkt Q infolge einer Kraft am Punkt P qgilt:

4 O N H(nmn’Dmn)
HQP m_zz ; 2 Wmn(xP’yP)Wmn<xQ’yQ)

mn

- Fur die Ubertragungsfunktion zwischen der Verschiebung
am Punkt P infolge einer Kraft am Punkt Q qilt:

4 o0 o0 T] , )
W mn
PQ m Z Z Wmn('xQ’ yQ)Wmn(xP’yP)
P m=1n=1 mn
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- Daraus lasst sich das Reziprozititsgesetz fur Ubertragungs-
funktionen ablesen:

WHQP<Q>:WHPQ(Q)
- Entsprechend gilt fur die Beschleunigungen:

aHQP<Q):aHPQ(Q)

- Reziprozitat ist eine allgemeine Eigenschaft von linearen
dynamischen Systemen. Sie kann verwendet werden, um
die Qualitat von Messungen zu uUberprufen.
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 Modale Reduktion:

- FUr die praktische Berechnung kbnnen immer nur endlich
viele Eigenfunktionen verwendet werden. Die so berechnete
LOosung stellt eine Naherung dar.

- Fur die Ubertragungsfunktionen zwischen Kraften und Ver-
schiebungen qilt z. B.

Hop(Q)~"H I (2)

Wmn(xP’ yP) Wmn(xQ’ yQ)

- w 4 ul i H mn’Dmn
mit "Hyo (Q)=—2, 2 <nw2 )

umZIn 1 mn
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- Jede Eigenschwingung verhalt sich wie ein System mit ei-
nem Freiheitsgrad.

- Far n,,<0,3 gilt: H(m,,,D,,)~1

- Eigenschwingungen, deren Eigenfrequenz f,.. grof3er als die
dreifache Erregerfrequenz f ist, antworten daher quasista-
tisch.

- F0r die modale Reduktion sollten alle Eigenschwingungen
bertcksichtigt werden, deren Antwort nicht quasistatisch ist.
Das sind alle Eigenschwingungen, deren Eigenfrequenz
kleiner als die dreifache Erregerfrequenz ist.

- Dann ist gewahrleistet, dass die Antwort aller vernachlassig-
ten Eigenschwingungen quasistatisch ist.
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* Beispiel:

- Fur eine rechteckige Stahlplatte werden Ubertragungsfunk-
tionen berechnet.

- Gegeben:
 Abmessungen: a=0,70m, »=0,5 m, 4 = 0,005 m
* Materialkennwerte: E=2,11-10"" N/m?, p = 7850 kg/m’, v=0,3
* Punkte: P=(0,35;0,25) m, Q0 =(0,2;0,1) m
* Lehrsches Dampfungsmalf3: D = 0,02
- Gesucht:

 Ubertragungsfunktionen fuir die Verschiebungen:

Hp(f), Hpolf), Hyolf) flir OHz< f<1000Hz
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- Konstanten:
3 11 2 3 3
B— Eh : :2,11 10 N/m ()2,005 M 5415 Nm
12(1—v?) 12(1-0,3%)

T i—ﬂ\/ 2415kgm’/s’ _1232£2

|2 = 3 =12,

2Vph  2Y7850keg/m>-0,005m S
m,=7850kg/m’-0,70m-0,50 m-0,005 m=13,74 kg

- Anzahl der Eigenfunktionen:

* Es miussen alle Eigenschwingungen bis zur Frequenz
f.=3f,.=3000Hz

berlcksichtigt werden.
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e AUS

folgt:

e AUS

folgt:

_ [ B x| B M
Je=2\on 2\ ok 2

M2+ 1
a b

2 [oh \/300081-072m2
M>\/ ai == 2 =10,9 » M=11
Jea w5 12.32m°/s
2 2
f =0 / B|1 N\ _n|B N
““2\Vphla® b 2Vph p?
TV B 12.32m°/s ’
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- Ergebnis: Amplituden der Ubertragungsfunktionen
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* An den Stellen der Resonanzfrequenzen der beteiligten Ei-
genschwingungen treten ausgepragte Maxima auf.

* Die zwischen den Resonanzen auftretenden Minima werden
als Antiresonanzen bezeichnet.

* Bei aul3ermittigem Lastangriff werden wesentlich mehr Eigen-
schwingungen angereqgt.

 Bei der Berechnung von Ubertragungsfunktionen ist darauf zu
achten, dass sich gentgend Frequenzpunkte in der Umge-
bung der Resonanzfrequenzen befinden.

* Ein Richtwert sind funf Frequenzpunkte innerhalb der Halb-
wertsbreite jeder Eigenschwingung.
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