Technische Mechanik 3 1.2-1 Prof. Dr. Wandinger

1.2 Raumliche Bewegung

LOosungen

Aufgabe 1

Fir den Winkel & gilt: d=p—a

Der Betrag der Geschwindigkeit Gber Grund lasst
sich aus dem Kosinus-Satz fur das Dreieck ABC
ermitteln:

2_ 2,2
Ve =vrt+vy,—2v,v, cos(d)

> Vo=V Vi —2 v, c08(d)
Der Richtungswinkel folgt aus dem Sinus-Satz:
sin(oc—y]:sin(é) - sin(a—y]:msin(f))
Vw Vg Vg
Zahlenwerte:
0=135°-30°=105°

v5=1200%+20>—2-200-20-cos( 105°)km /h=206,1km /h

§in(30°— y|=—20in(105 °)=0,09374

206,1
2> 30°—y=5379° & y=2462°

Aufgabe 2

a) Geschwindigkeiten und Beschleunigungen

Geschwindigkeitsvektor:

ZJ'EL

t
27 T

v(t)=i(1)=27 % .

T —sin e,+cos e,|tv. e,

v(t)=31,42m/s

—sin TE— e +cos|m +3m/s-e,

10s €y

10
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Technische Mechanik 3 1.2-2 Prof. Dr. Wandinger

Bahngeschwindigkeit:

. 2 t 2 t 2 R\
v(t)= —|r |—\/ — | |sin 2757 +cos 2757 +vZ—\/2nT +v;
v(¢)=31,56m/s

Beschleunigungsvektor:
_[2xV t . t
al(t) r(t)—R(T) —Cos ZILT e,—sin 2J'ET ey)
t
a(t)=—9,87m/s’|cos J'CW ex+sin|m o ey)

b) Ortsvektoren und Geschwindigkeitsvektoren zu bestimmten Zeiten

Ortsvektoren:
r(0s)=100m-e,
r(5s)=100m- cos(%)e#sin(%) +3m/s-5s=100m-e,+15m-e,

r(10s)=100 m-(cos(n)ex+sin(n)ey)+3 m/s-10s=—100m-e, +30m-e,

3n 3w,
2 2 )7

r(20s)=100m-(cos(2m)e, +sin(27)e,[+3m/s-20s=100m-e,+60m-e,
Geschwindigkeitsvektoren:

v(0s)=31,42m/s-e,+3m/s-e,

v(5s)=31,42 m/s-(—sin(E

r(15s)=100m-| cos e, +sin +3m/s:15s=—100m-e,+45m-e,

eﬁcos(%) +3m/s-e,

2]
=-31,42m/s-e,+3m/s-e,
v(10s)=31,42m/s-(—sin(r)e,+cos(n)e,+3m/s-e,
=-31,42m/s-e,+3m/s-e,

o
ey

21 e +cos
* 2

v(155)=31,42m/s: 2
=31,42m/s-e,+3m/s-e,

v(20s)231,42m/s-(—sin(2:rc)ex+cos(2n)ey)+3 m/s-e,
=31,42m/s-e +3m/s-e,

—sin +3m/s-e,
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Technische Mechanik 3 1.2-3 Prof. Dr. Wandinger

c) Beschleunigungsvektoren zu bestimmten Zeiten

Beschleunigungsvektoren:
a(0s)=—9,87m/s’-e,
a(5s)=—9,87m/s’

cos(%)e +s1n(£)ey)=—9,87m/sz~ey

2
a(10s)=—9,87m/s’*(cos(x)e,+sin(n)e,|=9,87m/s> e,
a(15s)=—9,87m/s’| cos 32—75 e, +sin Tﬂ ey):9,87m/sz-ey

a (203)2—9,87m/32(cos(2Jt)ex+sin(23t)ey)=—9,87 m/s’-e,
Betrag: ¢=9,87m/s’
Darstellung der Vektoren:

A y AY
r(5) a(3)
r(10) LONENEN a(10) R a0
1(20) X L a20)  x
r(15)
a(15)
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d) Flugbahn

200
150
100

50

Die Flugbahn ist eine Spirale mit einem Radius von 100 m und einer Steigung
von 60 m.

Aufgabe 3

a) Geschwindigkeitsvektor und Beschleunigungsvektor

Ortsvektor:
t
CosS|2m—
r(1)]=Re" !
sin 275%
Geschwindigkeitsvektor:
coS 2nL —27sin 2nL |
v (1)) =] (1)} =R o7 ! !
d in|2 L +2 mcos 2ni
sin| 2 7t T
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Technische Mechanik 3 1.2-5 Prof. Dr. Wandinger

Beschleunigungsvektor:

LI g L g L
N cos 2J'CT 4 msin 275T 41" cos 2:rcT
a(t)|=[v(1)|=5e
T i ZJEL +4 1w cos 2:rci —47’sin ZnL
sin T T T
4 LN P
—ie”T (1 47 )cos 27 T 4 7t sin 2nT
T —alsinl 2L L
(1 47 )sm 2nT +4 1 cos 2nT
b) Bahngeschwindigkeit und Bahnbeschleunigung
Bahngeschwindigkeit:
v(t)=vvi(t)+vi(z)
R ur t . t\F o[ t )
=Te \/cos 2:rcT 2t sin 275T +| sin 2nT +2 mcos 275T
R Tvaw

T
Bahnbeschleunigung:

a(t)=0(t)= 5 ¢ W I+an’

c) Normalbeschleunigung

au(0]=la(0)] -2 5(0)

Es qilt:

Mit

1
v(ie) T
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Technische Mechanik 3 1.2-6 Prof. Dr. Wandinger
(1—4n2)cos ZJ'ISL —4 wsin 27(:L
( _R tIT T T
n I)]_Fe 2 t
(1—4n )sm 2757 4 7t cos 2757
cos 2:rci —2msin 2:rcL |
_ﬁez/T T T
2
T sin 23‘517 +2 7T Ccos 23‘5%
—47’cos|2n & |~2 xsin 2ﬂ:il
:ﬁez/T T T
T 2 . t t
47t sin 2nT +2 cos ZnT
Betrag:
a,(t)=|a, (1)
_27xR 1 PRV S A P t Al
= € \/2ncos 27{:T +sin 231:T +|—2msin +C0s 2nT

:2;—2}{ ¢'""V1+4n’=2mna,(t)

Aufgabe 4

a) Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit

Da die Bahngeschwindigkeit konstant ist, ist die Bahnbeschleunigung null:

a,=0
Fur die Normalbeschleunigung gilt: a,(t)=v,é,(z)
Mit
2t2 v2t2
— _ 0 . 0
e,(t)=e,(s(t))=cos > | e, +sin 2R2)ey
folgt:
2 2 2 2 2.2
Vol Vol Vol Vol
elt)=—2 e +2 CoS
Q 2R’ R’ 2R’ (2R2)

Damit gilt fir die Normalbeschleunigung:
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Technische Mechanik 3 1.2-7 Prof. Dr. Wandinger

3
vyt

Fir den Betrag gilt: an(t):?

b) GleichmalRig beschleunigte Fahrt

Fir die Bahnbeschleunigung gilt: a,(t)=a,

Mit s(t):laot2 gilt fur den Einheitstangentenvektor:

2
a2 4 612 t4
e (t)=e,(s(t))=cos 0—2 e +sin| — sle,
8R
Seine zeitliche Ableitung berechnet sich zu
, at’| . |apt? axt’
(1)=—=|—sin| == |e +cos| — |e,
2R 8
Damit gilt fur die Normalbeschleunigung:
Coayttl . apt? ast’
an(t):a(,tet:—2 —sIn 5| e,+cos 5 ley
2R R R
3.4

at
Fir den Betrag gilt: t)==>
g gilt: a,(r) > R

Aufgabe 5

Die Bahngeschwindigkeit ist gleich dem Betrag des Geschwindigkeitsvektors:

v(t)=v vi(t)+v§(t):\/vécosz(a)+(v0sin(oc)—gt)2

=Jv2—2v,gtsin(o)+(gt]

Die Bahnbeschleunigung ist die zeitliche Ableitung der Bahngeschwindigkeit:

a,(t)=v(t)=

_ 2g2t—2v0gsin(oc) :gt—vosin(oc)
2va—2vegtsin(a)+gt) v(r)
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Diagramme:
Bahngeschwindigkeit Bahnbeschleunigung
1 05
04 |
098 I\ o
096 - o] 02 |
o 094 | _ 5 017
3 $ 0
092 ¢ _ - 01 |
0.9 | ' | 0.2 |
: 03 |
088 | 04 |
0.86 : : : -05 - : :
0 twi  twl2  3twl 0 twid  twl2 3t ty
Aufgabe 6
Der Ball erreicht den hochsten Punkt seiner Bahn gerade am Tor. Also gilt:
1 Vo
. 2 0 . 2
H=—v,sin{a )] ==—sin"(a
37 vosin () =5 sin’ (01

AulR3erdem gilt fir den bis zum Erreichen des hochsten Punktes zurlckgeleg-
ten Weqg:

2
1%

_Yo .
L—2g51n(2a)

Aus diesen beiden Gleichungen kdnnen die beiden Unbekannten a und v, be-
stimmt werden:

%:ssiirlllgi)):25ins(izz)(§)>s(a):%tan(a) » tan(a)=2

~|

H2
1+4—
»_ 2gH _, , l+tan’(a)_ L LM4+H
= =2¢gH——F—=2gH———F—=2g——F7+—
Yo sinz(oc) § tanz(oc) § 4i2 STH
L2

Zahlenwerte:

24m
11m

tan (o)=2 —04364 > 0=23.57°
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22 22 2
v3:2-9,81%'11 m/4+2,4"m :294,4m—2-)v0=17 16m/s
S 294m S

Aufgabe 7

a) Winkel a und Geschwindigkeit v,

Gleichung der Flugbahn:
g 2

Zix)=xtan(o)— X
(x) () ZV(Z)COSZ(OL)
Bedingungen:
2r)=x (@)~ 55— xI=H > xtan(a)-H=— bty ]
2 vycos (o) 2vqcos” (o)
z(x)=xtan(a) - B —xi=H > xtan(a)-H=——"~—x
2 vycos (o) 2vycos (o)

Damit stehen zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden Unbekannten v,
und o zur Verfligung.

Division der 1. Gleichung durch die 2. Gleichung fuhrt auf

x tan(a)—H _ x;

x,tan(a)—H x2°

Daraus folgt:

2
X

x,tan (a)— H="2x,tan (o)~ H |

X2

X X X X

xl(l——1 tan(a)=H|[1-=%|=H|1-=L =1

X2 X Xo Xy

Fur den Winkel o gilt also:

tan(oc)zﬂ 1+ﬂ
X1 X9

Die Anfangsgeschwindigkeit v, kann nun z. B. aus der 1. Bedingung bestimmt
werden:
1 ,cos”(a)

gx, I
=2 > 2vp=—25"
x tan (o )— H K gxf Yo cosz(oc) x tan(o)— H

Mit
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Technische Mechanik 3 1.2-10 Prof. Dr. Wandinger

1

cos’ (o) =—F—
1+tan’( o)

folgt daraus

) 1+tan2(oc)

2vi=gx .
o8 1xltan(oc)—H
Mit
X X1
x,tan (o) —H=H 1+—|—H=H—
2 2
folgt weiter:
2
_ 8 X1 X _ g X1 X
vé—z Hlx?(1+tan2(oc))—§ ;Iz(l+tan2((x))
Zahlenwerte:
_ S5m 10 m _é _ o
tan (o) = 10m(1+15m)_6 > 0=39,81
2 1 goym 10m15m( 5 joom o 61,0 m
V=75 9,81 x Sm (1+62 —9,81SZ I15m 36—249,3 2

vo=15,79m/s

b) Sprungweite

Fur die Sprungweite gilt:

2

WZ%sin(Za):%x;Z(1+tan2(oc))sin(20c)
:x};z(1+tan2(oc))sin((x)cos(oc)
1
it cos(O)=———— - — :
Mit (o) m und sin(a)=cos(o)tan (o) folgt:
XX, X G H [ x| X\
W= I tan (o) = H x 1+x2 =X, 1+x2 =x,+x,

Zahlenwert: W=25m
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Aufgabe 8

Das Fahrzeug kommt wieder auf, wenn
sich seine Flugbahn mit der Geraden z .
schneidet, die die Fahrbahn beschreibt. f “al v

Fahrbahn: z,(x)=—tan(p)x
Flugbahn: z

8

2v*cos’(at)

zA(x)Ztan(oc)x—

Schnittpunkt:  z,(xy)=zx(x,)

—tan(ﬁ)xwztan(a)xw—#xfy

2 VZCOSZ(OL)
vzcosz(a) (
8
Die zugehorige z-Koordinate ist

zw=—tan(B)x,, .
Fur den entlang der Fahrbahn gemessenen Abstand gilt:
d=\xy+zy

Zahlenwerte:

> xp,=2 tan(a)+tan (B))

_ 20°m*/s’cos*(20°)
9,81m/s’
zw=—tan(10°)-38,91 m=6,860 m

d=+3891"m>+6,860m>=39,51m

Xy=2 (tan(20°)+tan(10°))=38,91m

Aufgabe 9

Im eingezeichneten Koordinatensystem gilt
fur die Flugbahn:

g 2

Z(x):—tan(oc)x—mx

Das negative Vorzeichen vor tan(a) kommt
daher, dass der Wurfwinkel a hier nach un-
ten gerichtet ist.

Fir den Hang gilt: z,(x)=—xtan(p)
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Fir den Punkt, an dem der Skifahrer landet, gilt: z(xy)=z,(xy)
Aus dieser Bedingung kann xy bestimmt werden:

£ )x%fV:_than(B>

—xytan(o) ———25—
wian (! 2v§cos2(a

Daraus folgt:

8

tan(B)—tan(a):m

2 2 2
y > xy= Vg COS (oc)(

tan(B)—tan(a))
Die zugehorige z-Koordinate ist

zZy=—xytan(B).
Fur die Sprungweite W gilt also:

W=+ 2= x, V1 +tan’ (B) = CO);EVB):MCZS (o) tan([i())s—(tg;l(m

Zahlenwert:
vo=36km/h=10m/s

2

m 2 o
2-100 2 o8 (15 )tan(45°)—tan(15 °)

9.81 22 cos (45 °)
S

W= =19,02m-1,035=19,69 m

Aufgabe 10

a) Geschwindigkeitsvektor und Bahngeschwindigkeit

Fur die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors gilt:
t

L) vl=s=32( L]

Die Bahngeschwindigkeit ist gleich dem Betrag des Geschwindigkeitsvektors:

2 4 2
(== [ v0i £ = L axieosi[ 1]

T

vx(t):x(t):z%

4

T

b) Beschleunigungsvektor und Bahnbeschleunigung

Der Beschleunigungsvektor ist die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeits-
vektors. FUr seine Komponenten gilt:
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a,(r)=v.(1)=273, aym:vy(t):%(%

Die Bahnbeschleunigung ist die zeitliche Ableitung der Bahngeschwindigkeit:

2| ¢ 2f 3 2 2f 2
8XO T +36y0(T) 4x0+18y0(7)
a,(1)=v(1)= : - :
2T2\/4x0 % +9y%)(%) TZ\/4x(2)+9yé(%)
c) Normalbeschleunigung
Aus
a:at+an:at%+an
folgt:
al‘
a,=a——vy
%
Mit
Ax2+18 ] i)2
a,_ 0 )’0 T
v t 2
t 4x%)+9y§(T) )
folgt:
[ 2 2
2 2 ¢ 2| 1
W i)l
anx<t):2_2 1- - |=— 18 2
T 4 52 2 t T 2 2 t
xo+9y, T 4 x0+9 v, T
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Aufgabe 11

a) Geschwindigkeitsvektor und Bahngeschwindigkeit

Geschwindigkeitsvektor:
v (t)=x(t)=—x,wsin(w¢), vy(t)zy(t):you)cos(u)t)
Bahngeschwindigkeit:

v(2)=vv2 (1) +v2(1)=w xgsin’(w 1)+ yg cos*(w1)

b) Beschleunigungsvektor und Bahnbeschleunigung

Beschleunigungsvektor:
a.(t)=x(t)=—x,0 cos(wt), ay(t):j') (1)=—y,0sin(w?)
Bahnbeschleunigung:

;(Z)ZZ—;( = 20’ [ xjsin(wt)cos(wt)—yg cos(wt)sin (o 1))

2 xtsin’(wt)+ ygcos(wt)
wz(xé—yé)sinuu)t)

24/xZsin (1) +yZcos*(wi)

c) Vektor der Normalbeschleunigung

a(t)=a,(t)+a,(t) > a,,(t):a(t)—a,(t):a(t)—it((;))v(t)
a,(t): (u(x(z)—y(z))sin(Zwt)
v(t) 2(x(2)sin2(u)t)+y§cosz(u)t))

X0~ Yo

cos((ot)—lsin((ot)sin(Z(ot)

0, (1)=—x, 0" !

Xosin (u)t)+y§cos2((x)t)

2 2 .. 2
=—X,0 cos((x)t) l——— E—
X Sin (oot)+yocos (mt)
2
s yacos(w?)

xesin®(w1)+yicos®(wr)
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2 2
Xo— Yo

xpsin’ (o1 )+yscos’(wi)

sin((nt)+lcos(u)t)sin(2 wt)

any<t):_y0(1)2 2

(xé—yé)cosz(w f)

=—y,o’sin(wz)| 1+

xosinz((ut)+y(2)cosz(mt)

) xgsin(w1)

R xosin®(wz)+yg cos (o 1)

Aufgabe 12

a) Wurfhdéhe und Steigzeit von Ball B

Aus O0=vz—gt, folgt: tH:%

1

2
Far die Wurfhohe folgt: H:vBtH—Egt 1Y

2:_
H2g

b) Wurfwinkel und Anfangsgeschwindigkeit von Ball A

Es muss gelten:
d=v,cos(a)ty (1)

H:vAsin(oc)tH—igtH (2)

Aus (1) folgt: VA:W

Einsetzen in (2) ergibt: H:dtan(oc)—lgti, > tan(o)

1 1

2 —d
Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe a) gilt:
an(c)= L[ LV5, 1 Vs|_ Vi
d\2g 2 g gd
Mit
cos (o )= L —— = L
V1+tan (o) vy
1+ >
(gd)

folgt fur die bendtigte Wurfgeschwindigkeit:
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4 4 2
_d Vg _gd | Vg _ /(8d) 2
VA_tH 1+(gd)2_ v 1+(gd)2_ vé +Vvy
Aufgabe 13

a) Geschwindigkeiten

v (t)=x(t)=—orsin(w?)
vy(t):y(t)ZZwrcos(Zwt)

v(t)=vv2(1)+v2(t)=wrysin*(w )+ 4 cos* (1)

b) Beschleunigungen

a.(t)=v (t)=—w’rcos(wr)
ay(t):vy(t):—4(u2rsin(2wt)

./ o 2sin(wt)cos(wt)—16cos(2mt)sin(2wt)
alt)=vir)=o 2sin’(wt)+4cos’(2m1)
»  sin(2wt)—8sin(4wt)
2\/sin2(wt)+4cosz(2wt)

Aufgabe 14

a) Geschwindigkeiten
t)=x(t
t

(
vy(t) (t)=wrsin(wt)

1% ):r(u)—oocos((nt)):oor(l—cos(oot))

X

=i
=y

v(t)= vx(t)+vi(t)=(ur\/l—2cos((x)t)+1:u)r\/2—2cos(oot)

b) Beschleunigungen

(t)=v.(t)=w’rsin(o1)

Q

ay(t):vy(t):wzrcos(mt)
. 2 wsin(wt) — oy sin(wt)
242 —2cos(wt) V2—2cos(wr)

a,(t)=v(t)=w
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Aufgabe 15

a) Geschwindigkeiten

Geschwindigkeitsvektor:

v, (t)=x(t)=—5wr (sin(oot)—2 sin(Smt))

vy(t):y(t)ZS(or(cos((x)t)—2cos(5(1)t))

vi(t):25 oozrz(sinz(oot)—4 sin (w?)sin (5 oot)+4sin2(5(ut))

v (1)=25w"r [cos’(wt)—4 cos(w1)cos (5wit)+4 cos (5 o))
Bahngeschwindigkeit:

vi(t)+vi(t):25w2 r2[5—4(cos(oot)cos(5wt)+sin(u)t)sin(5wt)ﬂ

=25’ r2(5—4cos(4mt))
v(t)=5wr V5—4 cos(4wt)

b) Beschleunigungen

Beschleunigungsvektor:
a (t)= vx(t)z—szr(cos(oot)— 10 cos(5 oot))
a,(t)=v,(t)=—50"r[sin(wt)—10sin(5w?)|
Bahnbeschleunigung:

16 wsin(4wt) 40w’rsin(4wr)
2v5—4cos(4wr) +5—4cos(4wt)

a,(t)=v(t)=5wr
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