Technische Mechanik 3 4.2-1 Prof. Dr. Wandinger

4.2 Allgemeine ebene Bewegung

LOosungen

Aufgabe 1

a) Massentrdgheitsmoment

Fur das Massentragheitsmoment einer homogenen Kugel gilt:

Jszgm I"2
Zahlenwert:
JS:%~8kg~O,11252 m?=0,0405 kgm®

b) Gleitstrecke

Schwerpunktsatz:

Zszmax . —R=mv

2 F,=0: N-G=0 » N=G=mg
Drallsatz beziglich Schwerpunkt:

Y M=1® : —rR=J"w
Reibungsgesetz:

R=uN=umg

Die Reibungskraft bremst die Geschwindigkeit der Ku-

gel ab und versetzt gleichzeitig die Kugel in Drehung. Die Kugel gleitet solan-
ge, bis die Geschwindigkeit des Punktes, in dem die Kugel die Bahn beruhrt,
verschwindet, d. h. bis die Rollbedingung

v+or=0

erfallt ist.
Aus dem Schwerpunktsatz folgt: a:v:—%:—ug

Werden Zeit und Ort ab dem Aufsetzen gemessen, so gilt fir die Geschwin-
digkeit der Kugel:
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Technische Mechanik 3 4.2-2 Prof. Dr. Wandinger

v(t)=vytat=v,—ugt

Fur den zurtickgelegten Weg folgt:
1
s(t)ZVOt—EM gt

Aus dem Drallsatz folgt:

d)__rR__rumg__éu_
- J %mrz_ 2 r
5

Die Winkelbeschleunigung ist konstant. Da die Winkelgeschwindigkeit am An-
fang null ist, gilt:

us

o(t)=mbt=— ,

4

| i

Die Zeit 1, die vergeht, bis die Kugel rollt, lasst sich aus der Rollbedingung
berechnen:

5 7 2 v

VMgl HUEIG=0 P MFquglc P 16T

Der zurtickgelegte Weg berechnet sich zu

goms(r)=2 Yo L (20 ) 12 v
=)= 7 hg 2"\ Tug) "9 ug -
Zahlenwert:
12 24*m?*/s?
PO L =1,198 m
749 0,12:9.81 m/s’
Aufgabe 2

a) Zeit, wahrend der die Minze gleitet

y
Schwerpunktsatz: ,JAE v

ZFx:max . —R=mv ¢ x
Drallsatz beziglich Schwerpunkt:

D M=J% : —rR=Jw
Reibungsgesetz: R=uN=umg
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Technische Mechanik 3 4.2-3 Prof. Dr. Wandinger

: . 1
Massentragheitsmoment der homogenen Scheibe: JS=§m r’

Einsetzen von Reibungsgesetz und Massentradgheitsmoment in den Schwer-
punktsatz und den Drallsatz ergibt:

mv=—umg > v=—ug

_,lg

lmrzo'o:—rumg > 0=
2 r

Die Mlnze fihrt eine gleichmalig beschleunigte Bewegung und Drehbewe-
gung aus. Mit den gegebenen Anfangsbedingungen folgt fir Geschwindigkeit
und Winkelgeschwindigkeit:

v(t)=v,—ngt

(D(t):ooo—Z%t
r

Die Mlnze gleitet so lange, bis die Rollbedingung
V(tG)+(D(tG)r:0

erfillt ist. Einsetzen ergibt
Vo—ugtstw,r—2ugt;=0.

Vot wy7r

D tg=
Daraus folgt: 7. 3ug

b) Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢;

Einsetzen der Beziehung fir 7z in das Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz ergibt

VotWer 1 1 1

VG:v(tG):VO_Mg 3Mg —V0_§V0_§(U0r:§(2\/0_(ﬂor).
Entsprechend folgt fur die Winkelgeschwindigkeit:
+
(DG:(D(ZG):U)O—ZMVO—W:(DO—QE—Q 0:1 U)O—ZE
ro3ug 3r 3 r
Fall 1: ws>0

L v
Der Fall tritt ein fiir w0>270 .

Fur die Geschwindigkeit folgt: vc<%(2 vo—2v,|=0

Die Minze rollt zurtck.
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Fall 2: w;=0

e Vo
Der Fall tritt ein far 000227 .

Fur die Geschwindigkeit folgt: VG=%(2 Vo—2 Vo):()

Die Munze bleibt stehen.
Fall 3: w;<0

Der Fall tritt ein fur w0<2% .

Fur die Geschwindigkeit folgt: vc>%(2vo—2vo):0

Die Munze rollt weiter.

c) Zahlenwerte

Fur die gegebenen Zahlenwerte qilt:

Vo_ 2-1m/s _ -1 —1_
2 r_70,0125m_1608 <200s =w,

Die Munze rollt zurtck.
Die Zeit, wahrend der die Miinze gleitet, berechnet sich zu
_1m/s+200s'-0,0125m _
- 3.04-981m/s”

0,2973s.

G

Aufgabe 3

Schwerpunktsatz:

z F.=ma, : Fcos(o)-T=mv

z F,=0 : N—mg+Fsin(a)=0
Drallsatz:

Y M*=1%0 : rF-RT=mi’®
Aus dem Schwerpunktsatz folgt:

T=Fcos(a)—mv, N=mg—Fsin(a)
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a) Jo-Jo hebt ab

Das Jo-Jo hebt ab, wenn flr das Kraftegleichgewicht in y-Richtung eine ne-
gative Normalkraft notig ist:

N=mg—Fsin(a)<0 » F>-"&_
sin (o)

Fur Fsin(a)<mg kann das Jo-Jo rollen oder rutschen.

b) Jo-Jo rollt

Winkelgeschwindigkeit w und Schwerpunktsgeschwindigkeit v sind tber die
Rollbedingung gekoppelt:

vtoR=0 = v=—owR
Damit gilt fir die Tangentialkraft:
T=Fcos(a)—mv=F cos(o)+mRo
Einsetzen in den Drallsatz ergibt:
mi:>=rF—R|F cos(a)+mR o)

Daraus kann die Winkelbeschleunigung o bestimmt werden:

: : ._Fr—R
m(z§+R2)w:(r—Rcos(0c))F - (DZZ%;SZ(OL)

Fur die Beschleunigung des Schwerpunkts folgt aus der Rollbedingung:
2 J— J—
aS:v:—(bR:ER cos( o) Rr:Ecosz(oc)2 rlR
m  °/R +1

m P+ R
Fur r/R<cos(a), d. h. fir r<Rcos(a), rollt das Jo-Jo nach rechts, sonst nach
links.

Z

Damit das Jo-Jo rollt, muss die Haftbedingung erftillt sein:
H=|T|<u,N

Einsetzen der aus dem Schwerpunktsatz und der Rollbedingung gefundenen
Beziehungen fir T und N ergibt:

|F cos(a)+mR d|<uy(m g—Fsin(a)]
Einsetzen fir die Winkelbeschleunigung fuhrt auf:
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Technische Mechanik 3 4.2-6 Prof. Dr. Wandinger

» v/ R—cos(al)
1+i2/ R

Fcos(a)+mR®=F|cos(a)+R cos(a)+R

T 1+(iJR)
Damit lautet die Haftbedingung:

2

F cos (o )+

1+(i /R)
Auflésen nach F ergibt:
rIR+(i./RY cos(at)

1+(i /R)

I
R

r

7 <M0(m g—Fsin(oc))

+u,sin( o)

<w,mg

< Umg
rIR+(i IR) cos(a)
1+(i /R)

> F

+u,sin (o)

c) Jo-Jo rutscht

Wenn die Haftbedingung nicht erfullt ist, aber kein Abheben erfolgt, dann
rutscht das Jo-Jo. In diesem Fall gilt fir die Tangentialkraft 7 das Reibungs-
gesetz:

T:MN:u(mg—Fsin(oc))
Einsetzen in den Schwerpunktsatz ergibt:
mas=mv=F cos(oc)—pt(mg—Fsin(OL))ZF(cos(oc)+Msin(oc))—umg

> aS:%(COS(OL)+MSin<OL))—Mg

Einsetzen in den Drallsatz ergibt:
mii(i):rF—Ru(mg—Fsin(oc)):F(r+M Rsin(a))—ung

5 p=LrouRsinla) | gR
l

Z lZ
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d) Ergebnis
o s Jo-Jo hebt ab.
s1n(oc)
e ms e zuomg Jo-Jo rollt.
sin (o) rIR+(i,/R) COS(G)+ sin (o)
(iR
oo Fr=Reosla)  _ F cos(a)=r/R
Sm R T R
- Woim g Jo-Jo rutscht.
> . 2
r/R+(zZ/R) cos(oc)_|_M sin ()
1+(i,/R) ’
®_£r+uRsin(OL)_ gR —E(co (o) + in(oc))—
= i? u ii , ds=——[cos us wg
Aufgabe 4

a) Beschleunigung

Kinematik

Das Jo-Jo rollt auf dem Seil ab. Daher gilt fur die Winkelgeschwindigkeit w
die Rollbedingung

w=2 mit r:i
r 2

Kinetik

Die einzige aul3ere Kraft, die auf das System wirkt, ist die Gewichtskraft. Da-
her kann zunachst die Geschwindigkeit aus dem Energieerhaltungssatz er-
mittelt werden und daraus dann die Beschleunigung.

Das Nullniveau fur die Lageenergie wird in Punkt P gelegt. Dann gilt fir die
Energien:

Ruhelage Ausgelenkte Lage
Lageenergie ES=0 E°(s)=—mgs

4. Kinetik des starren Korpers 28.07.21



Technische Mechanik 3 4.2-8

Prof. Dr. Wandinger

Ruhelage

Ausgelenkte Lage

Kinetische Energie Ef=0

EK(s):%mv2+%

s 2
J m

Mit der Rollbedingung und J°=mi; folgt:

2
1 2
=—mv

1 1

EK(S):Emv2+—mi§ s

r

1+

1%
r

Der Energieerhaltungssatz lautet: E”(s)+E®(s)=E{ +E{

Einsetzen ergibt:

. \2
lmvz(s) 1+ 5 —mgs=0
2 r

Daraus folgt:
2\ 2g8Ss
VIS | ——————
(s) 1+(is/r)2
Die Beschleunigung berechnet sich zu
I A
2 ds 1+(iglr]?

a

Zahlenwert: a= & = f 2i20,981m/sz

1+(15/5F 149 10

b) Seilkraft

Dynamisches Gleichgewicht:
ZF?ZO . mg—ma—S=0

9
- S= —al==
mlig—a) 1Omg
Zahlenwert:

$=0,9-0,01kg-9,81 m/s’=0,08829N
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Technische Mechanik 3 4.2-9 Prof. Dr. Wandinger

Aufgabe 5

Kinematik:
xs=asin(¢), ys=acos(d)
va:xS:acos(q))d):a(u cos()
vsy:ysz—asin(q))d):—au)sin(q))
ag=vy=—aw sin(¢)+adcos(¢)

asy:\'/syz—a(u2 cos($)—amsin ()

a) Winkelgeschwindigkeit

Die einzige Kraft, die Arbeit verrichtet, ist die
konservative Gewichtskraft. Daher kann die Winkelgeschwindigkeit mit dem
Energieerhaltungssatz berechnet werden.

Das Nullniveau fur die Lageenergie wird bei y = 0 gewahlt. Dann gilt fur die
Energien:

Kinetische Energie Lageenergie
¢ = Po EK<¢0):0 EG(¢0):mg )’s((bo)
¢ () =tmbi it e lre | EC(0)=meni(o)

Der Energieerhaltungssatz lautet: E*(¢)+E°(¢)=E" (¢,)+E(,)
1

~m

2
Einsetzen der kinematischen Beziehungen ergibt:

Vatve +is 0’ [+m gy (0)=mg ys(d)

2

cosz((]))+sin2((1))+l—s2 +mgacos(¢p)=m gacos(d,)
a

lmazz(x)2
2

Daraus folgt:

2, 2gla o8
—m(ms(%) ()]

Mit (i;/a)*=1/3 ergibt sich:

wZ\/%g(COSWO)_COS(‘D))
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b) Winkelbeschleunigung

Aus
. dodd  do_ldo
w= =W ==
do dt — " do 2 do
folgt:
o'ozéﬁsin(q))
4 a

c) FEuhrungskrafte

Prof. Dr. Wandinger

Die FUhrungskrafte kbnnen mit dem Schwerpunktsatz berechnet werden:

ZFx:man . NA:man

Z F,=mag : —mg+Ng=mag,

Mit den kinematischen Beziehungen flr die Beschleunigungen folgt:

N,=maldcos(¢p)—w’sin(¢)], Ny=mg—malosin(p)+o cos(¢)]
Einsetzen der Beziehungen flr die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbe-

schleunigung ergibt:

N, ,=ma

| W
Q |oo

%%sin((b)cos((i))—
:%mgsin(q))B cos(§)—2cos(f,))

Ngy=mg—ma

1

38 2(p)+3 8
7 o sin (¢)+2a

:%mg(l+9COS2(¢)—6COS<¢0)COS (q)))

Die Normalkraft im Punkt A wird negativ fir

Cos(¢)<%cos(¢0).

Die Normalkraft im Punkt B bleibt positiv.
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Technische Mechanik 3 4.2-11 Prof. Dr. Wandinger

Aufgabe 6

a) Geschwindigkeit des Zylinders vor dem Stol3

Fur das Rollen von A nach B gilt der Energieerhaltungssatz. Wird das Nullni-
veau flr die Lageenergie in Punkt B gelegt, gilt fir die Energien des Zylin-
ders:

- PunktA:  ES=m,gh, EX=0
- PunktB: E%=0, Eg—%mzv§+%.]zoozz

Der Energieeerhaltungssatz lautet:
1

1
nghzjmzvzz+§.lzooé

Aus der Rollbedingung folgt: (uz:%

Fur das Massentragheitsmoment eines homogenen Zylinders gilt:

]Zzlmzr2

2
Einsetzen in den Energieerhaltungssatz ergibt:
1 1 3 2
nghzjmz 1+§ véZZmZvi - vzzﬁ\/gh

b) Geschwindigkeit des Klotzes nach dem Stol3

Es qilt:

m,v,+km,v, (l+k|m,
V= =

Vz
mz+meg mz+mg

Mit £ = 0,8 und mx = Sm folgt:

_18 3 2 — 3 —
Vg— 6 vZ_lO \/g gh_ 5 gh

c) Vom Klotz zuriickgelegte Strecke

Krafte am Klotz: T —

y
z F,=0: N—mygg=0

> N=myg X
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Reibungsgesetz: R=uN=umyg

Die zuriickgelegte Strecke kann mit dem Arbeitssatz berechnet werden. Ist C
der Punkt, an dem der Klotz zum Stillstand kommt, gilt:

Ec—Ey=Wpe

Mit
1 1 3 3
EL=0, Egzjm,(vizim,(ggh:%m,(gh
und
Wiae=—Wmggs
folgt:
3 3h
- - -> -
50 Mmegh=—umggs S 500
Aufgabe 7
a) Massentragheitsmoment
s_ 1 2 2. 42 2|25
J —ﬁm(4 a +3"a )—12ma
b) Kinetik
Geometrie:

ASl=.2pa =2
|AS|= 4+4a—2a

_3 . _4
COS(OL)—g, sm(OL)—5
Schwerpunktsatz:

2 F.=mas : —R=maj

Z F,=mag, : N—mg=mag,
Drallsatz beziglich Schwerpunkt:

> M=o : %asin(ow(]))R—%acos(qu))NZJS(i)

Mit
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sin(a+¢):sin(a)cos(q))+cos(a)sin(q)):icos(¢)+§sin(q))

5 5
und
cos (c+)= cos ) cos ) —sin (@) sin ()= F cos (¢) ~ S sin(0)
folgt:
(4cos(¢>+3sin(¢>)R—(3cos<¢)—4sin(¢>)N=26—5ma<fo

Reibungsgesetz:
R=uN

c) Geschwindigkeit des Schwerpunkts

Bezugspunkt fir die Bewegung ist Punkt A.

va=vA+%a(nsin(oc+q)): vA+%u)a(4cos(q))+3sin((|)))

vSyZ%au)cos((Hq)):%maB cos(¢)—4sin(¢)]

d) Beschleunigung des Schwerpunkts

ag :va:aA+§o'oasin(a+¢)+§w2a003(0€+¢>

g 2 2
:aA+%(ba(4cos(q))+3sin(q)))+%(o2a(3 cos(¢)—4sin(¢))
asyzvsyz%(bacos(owcb)—%mzasin(owq))
Z%(ba(S cos((|))—4sin(q)))—%m2a(4cos(q))+3sin(¢))
Aufgabe 8

a) Geschwindigkeiten nach dem Stol3

Mit vz = 0 folgt aus den Gleichungen fir den geraden zentrischen Stol3:

_myv—kmyv, m—=2kmjv, 1-2k
Wa= = = v

m 4+ mpg 3m 3 4
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_mavytkmyv, im+km|v, _1+k

e my+my 3m 3 V4
Mit k£ = 0,8 folgt:
__ 1 _ _3 . _
wy,=—=v,=—02v,, wy=2zv,=0,6v,

5 5

b) Weqg des Klotzes

Losung mit Arbeitssatz:
Zustand 1: Zustand unmittelbar nach Stol3
Zustand 2: Klotz ist in Ruhe
Arbeit der Reibungskratft:
R

Wh=—uRsp=—umggsy=—2umgsg
Energien:

Prof. Dr. Wandinger

Zustand 1 Zustand 2

1 2

EX 5 MpWp 0

EF 0 =~CSp

Arbeitssatz: (E§+E§)—(Ef+Ef)=sz
1

2 1 2__ 5
A CSpT Ay MpWp="2WIME Sy

2

2 2
csztdumgsy—2mwyz=0

2
Sp=— 2‘umg+\/ 2umg) +2ﬂw§:\/
c c c

2umg 2
c

*25 ¢

c) Ortskoordinate fiir Ubergang zum Rollen

Schwerpunktsatz:
ZFSZmS’ . —R=m3§

Reibungsgesetz:
R=uN
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. R
Daraus folgt: a=s=——=—ug

m
Drallsatz: D M=1°0 : rR=J¢

Massentragheitsmoment der homogenen Kugel: JS:%m r

ot = R=218
Damit folgt: = 2

Beschleunigung und Winkelbeschleunigung sind konstant. Die Kugel fuhrt
eine gleichméalig beschleunigte Bewegung aus.

Anfangsbedingungen:

5(0)=v(0)=w, , w(0)=—2

Kinematische Gleichungen:

va,5ug

t
r 2 r

v(t)=w,—ugt, o(r)=—
Rollbedingung:

V(tR)_r(D(tR):O

1 5

5Va— ! gtR+vA_§MgtR:0

_7 _12v,
gVA_zugtR - tR_35 wg

Zuruckgelegte Strecke:

Aufgabe 9

a) Bahngeschwindigkeit und Bahnbeschleunigung

Wenn das Nullniveau fir die Lageenergie in die xy-Ebene gelegt wird, gilt fir
die Energien:

Punkt A beliebiger Punkt
E° mgH mgz(s)
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Punkt A beliebiger Punkt

" 1 > 1. 2
E 0 2mv(s)+2J00 (s)

Damit lautet der Energieerhaltungssatz:

mgH=mgz(s)+lmv2(s)+lJ 002(5)

2 2
Mit dem Massentragheitsmoment
_2 2
J= smr,
der Rollbedingung
1%
w=—
p
und
Z(s):H—%s
folgt:
- IR 2),2
mgH—mg(H 5S +2m 1+5 vi(s)

Auflésen ergibt:

3 s=L 2(5)=8 _ |6
s8s=1gV (5) > vis)=Zgs > v(s)=y=gs

Fur die Bahnbeschleunigung folgt:

1av’ 3
at(s)_§$_7g

b) Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz und Ort-Zeit-Gesetz

Die Bahnbeschleunigung ist konstant. Damit handelt es sich um eine gleich-
malf3ig beschleunigte Bewegung. Also gilt:

Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz: V(Z)I%gt
Ort-Zeit-Gesetz: S(l):%gtz

4. Kinetik des starren Korpers 28.07.21



Technische Mechanik 3 4.2-17
c) Einheitstangentektor
_dr_1( . [s S|
(s)= =3 | —4sin| ¢ le +dcos| 7 e, SeZ)

d) Normalbeschleunigung

Fur den Vektor der Normalbeschleunigung gilt:

i de, d de
a(s)=v(s)e(s)=v(s) Sr B =2 () Ot
Mit
de, 4 S, e[S
ds = —5R COS R €, TSIn R e,

folgt fur den Betrag der Normalbeschleunigung:
4 _248s

“4”:7g“5R‘35R

Alternativer Losungsweq

Aus
_ _1 3gt 3¢t B
e,(t)—e,(s(t))—g( 4 sin 4R e +4cos 14R)ez 3ez)
folgt:
e (t)—6i —4 cos 3g1° e,—4sin 3g1° e
! T70R 14R |~ 14R )™
Mit
6gt_213 _ 2 16
70R_ 10 R78'"T0R""5RV7%°
und
3gt2_i
14R R
folgt:
e (s):—iwggs cos|—|e,+sin|— |e
! SRV7 R R)™

Damit gilt fir den Vektor der Normalbeschleunigung:
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a,(s)=v(s)e,s) —2;;.‘%; cos % e.+sin % ey)
Fur den Betrag folgt:

o125
Aufgabe 10
a) Beschleunigungen

Zszmax . F—R=ma (1)

F=0: N-mg=0
2 F,

> N=mg 4
Y M=J0 1 —rR=J’® 2) ‘& Nl R

Massentragheitsmoment: JSZ%er

Krafte: F=c(s,—s), R=uN=umg
Einsetzen der Krafte in (1):
ma=c(s,—s)—umg > als)=—(s,~s)-ug

Einsetzen der Krafte in (2):

|

2mrz(i)z—rptmg 2> 0w=—

5

S oo

w

b) Geschwindigkeit

N

Mit v,=v(0)=0 gilt: v(s)=y2 [ a(5)d5

Mit
S ~ B S 1 5=s
fa(s) ds= %f 5)ds— ugs-% —j(so—s)zl O—Mgs
0 0 S =
=5 —|(sy=s) = 55| ~ugs=5—(2sy5—s")~ugs
folgt:
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v(s):\/%(2sos—sz)—2ugs
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