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2. Raumliche Bewegung
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24.03.21
2. Raumliche Bewegung

 Wenn die Bahn des Punkts nicht bekannt ist, reicht die

Angabe einer Koordinate nicht aus, um seinen Ort im
Raum zu bestimmen.

* Es muss ein Ortsvektor angegeben werden.
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24.03.21
2.1 Ortsvektor und Bahnkurve

 QOrtsvektor:

- Der Ortsvektor eines Punktes P
zeigt vom Ursprung O zum
Punkt P.

e Bahnkurve:

- Die Bahnkurve ist die Gesamt-
heit aller Orte, die der Punkt im
Laufe der Zeit einnimmt.

- Die Bahnkurve wird durch den
zeltabhangigen Ortsvektor r(7)
beschrieben.
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24.03.21
2.1 Ortsvektor und Bahnkurve

e Kartesische Koordinaten:
- Basisvektoren: e ,e e

X2 Tyr ™z

- QOrtsvektor:

r(t)=x(t)e+y(r)e+z(t)e.

- In Matrix-Schreibweise:

—

r(t)=] (1)

A
X y(1)
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

* Der Geschwindigkeitsvektor be-
schreibt die zeitliche Anderung
des Ortsvektors.

e Vektor der mittleren Geschwin-
digkeit:
- Der Vektor
Ar=r(1,)—r(t,)

Ist die Sekante der Bahnkurve
zwischen den Orten P(¢,) und

P(t,).
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

- Der Vektor r(t,)—r(t,)
V,—

[,—1,
wird als Vektor der mittleren Geschwindigkeit bezeichnet.

- Er gibt durch seinen Betrag und seine Richtung eine mittle-
re geradlinige gleichférmige Ersatzbewegung zwischen den
Orten P(t,) und P(z,) an.

- In einem kartesischen Koordinatensystem gilt:

y = x(t,)—x(1,) ¢ _l_)’(tz)_)’(tl) e+ z(t,)—z(1,) ¢

X

t,—1t, t,—1, g t,—1t,

Z
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

* Geschwindigkeitsvektor:

- Der Grenzwert

. F\t,|—rit d ,
V(t1>:}21£1t11 ( i_tl( 1>: d:(tl):r(tl)

definiert den Geschwindigkeitsvektor am Ort P(z,).

- Der Geschwindigkeitsvektor ist die Ableitung des Ortsvek-
tors nach der Zeit.

- Der Grenzwert der Sekante ist die Tangente. Der Ge-
schwindigkeitsvektor ist tangential zur Bahnkurve.
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

- In einem kartesischen Koordinatensystem gilt:

(1)=%5 (1), + 2 (1) e+ T (1)e, =k (1) e, +3(r) e, + 2t e,

=v,(t)e,+v (t)e,+v, (1)e,

- In einem kartesischen Koordinatensystem wird ein Vektor
differenziert, indem seine Komponenten differenziert wer-
den:

v(t)]=[F(e)]=]3 (1)
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

* Zusammenhang mit der Bahngeschwindigkeit:

- Der Ortsvektor kann auch als Funktion der Bogenlange ge-
schrieben werden:
r(t)=r(s(t))

- Ableiten nach der Zeit unter Berlcksichtigung der Kettenre-
gel fuhrt auf:
V(f):i,“)_dr ds _dl’

Tds dr ds
W " 9] i Ar|_
- Wegen |[Ar|2As fir As>0 qgilt: ds | amb|As
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

- Der Vektor - Aus
ar,, p(0)=|v(r)e,(r)
\)
folgt fur die Bahnge-
Ist ein Einheitsvektor, der schwindigkeit:
tangential zur Bahn ge-
rich%et iSt. ) |V|:|Vet|:|"|:¢vi+vi+v§
- Fur den Geschwindig- - FUr den Einheitstangen-
keitsvektor qilt: tenvektor qilt:
v(t
b(1)=v(1)e,(1) e (1)=21)

<
/N

~
N—
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

- Ergebnis:
* Der Geschwindigkeitsvektor
ISt stets tangential zur Bahn \
gerichtet.

e Seine Richtung stimmt mit
dem Durchlaufsinn der Bahn
uberein.

e Sein Betrag ist gleich dem Be-
trag der Bahngeschwindigkeit.

r(z)
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2.2 Geschwindigkeitsvektor

24.03.21

* Beispiel: Archimedische Spirale

- Ortsvektor:

cos(wt)

r(e)}=vor sin (wt)

- Geschwindigkeitsvektor:

[ } cos(wt) —sin(w?)
= +v, 01
sin oot) cos((nt)
- Bahngeschwindigkeit:

y(t)= vO\/(cos(mt) ootsin(mt))2+(sin((nt)+u)tcos((x)t))2

—vo\/l+oo2 ?
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

- EInheitstangentenvektor:

[e ] L{ ]_ cos(w?)—wtsin(w?)
: v(1) \/1+ 2| sin(wt)+wzcos(wt)
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

e Addition von Geschwindigkeiten:

- Da die Geschwindigkeit wie die Kraft ein Vektor ist, kann sie
In Komponenten zerlegt und aus Komponenten zusammen-
gesetzt werden.

- Die resultierende Geschwindigkeit kann analog zur resultie-
renden Kraft aus dem Geschwindigkeitsplan bestimmt wer-

den:

V=V +V
1 2
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

* Beispiel: Kursdreieck

Ein Flugzeug soll tber Grund einen Kurs von 70° fliegen.

Die Geschwindigkeit v, des Flugzeugs gegentber der Luft
ist 200 km/h.

Der Wind weht mit einer Geschwindigkeit v, von 40 km/h
aus Sud-Ost.

Welchen angezeigten Kurs a muss der Pilot fliegen, und
welchen Wert hat die Geschwindigkeit v, Uber Grund?
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24.03.21
2.2 Geschwindigkeitsvektor

- Gegeben:
* Winkel Uber Grund: AN
v="70°
 Windwinkel:
B =135°
- Winkel im Dreieck
ABC:
SCAB=p—a
SACB=0—Y

<ABC=180°—(f—a)—(aa—y)=180°—B+y=115°
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24.03.21

2.2 Geschwindigkeitsvektor

- Angezeigter Kurs:

- Geschwindigkeit Uber

sin(< ACB) _sin(< ABC) Gru:d: )
- G — F
o Vi v sin(¥CAB) sin(<ABC)
31n(oc—y)=v—sm(<)EABC)
F4O 5 va—v sin (B— o)
sm(oc—70°):ﬁsm(115°) ¢ sin(f—7y)
=0,1813 o km sin(135°-80,44 °)
Vo= 200 T T 115 )
> a=70°+10,44°=80.44°
=707+ 1044 7=50 =200 <-0.8989
=179.8km/h
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24.03.21
2.3 Beschleunigungsvektor

« Der Beschleunigungsvektor beschreibt die zeitliche Ande-
rung des Geschwindigkeitsvektors.

e Dabel kann sich sowohl der Betrag als auch die Richtung
der Geschwindigkeit andern.

* Der Beschleunigungsvektor ist
definiert durch

a(t)zAlitI}%)i—‘t):v(t):i‘(t)
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24.03.21
2.3 Beschleunigungsvektor

- Der Beschleunigungsvektor ist die erste Ableitung des Ge-
schwindigkeitsvektors nach der Zeit oder die zweite Ablei-

tung des Ortsvektors nach der Zeit.
- In einem kartesischen Koordinatensystem gilt:
a(t)=v.(t)e+v,(t)e,+v (t)e,=%(t)e ,+7(t)e,+:(t)e,

=a.(t)e,+a,(t)e,+a,(t)e,

- FUr den Betrag des Beschleunigungsvektors gilt:

a|=va,+a,+a;

- Der Betrag des Beschleunigungsvektors stimmt in der Re-
gel nicht mit der Bahnbeschleunigung Uberein.
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24.03.21
2.4 Bahn- und Normalbeschleunigung

« Aus v(t)=v(t)e,(t) folgt nach der Produktregel:

)= (1) (1) v(1) 22

=a,(t)+a,(1)

* Bahnbeschleunigung:

- Die Komponente a,=ve, ist die Bahnbeschleunigung.
- lhre Richtung ist tangential zur Bahn.

- lhr Betrag gibt die zeitliche Anderung der Bahngeschwin-
digkeit an.
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24.03.21
2.4 Bahn- und Normalbeschleunigung

* Normalbeschleunigung:

- Aus 1=|e,|’=e, ¢, folgt durch Ableiten nach der Zeit:

d de de de d e

le,

- Die Beschleunigungskomponente a,=v e, ist senkrecht zur
Tangente der Bahn. Sie wird als Normalbeschleunigung be-
zeichnet.

- Die Normalbeschleunigung gibt die zeitliche Anderung der
Richtung des Geschwindigkeitsvektors an.

. at
- Berechnung: a,=a-a,=a-ve=a——v
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24.03.21
2.4 Bahn- und Normalbeschleunigung

* Beispiel: Archimedische Spirale

- Geschwindigkeitsvektor: |v(¢)|=v,

cos(wt)—wtsin(wt)
sin(w?)+wtcos(wt)

- Beschleunigungsvektor:

[a(t)}zvo —(x)Sin((Dt)—(x)Sin<(Dt)—(1)2tCOS((Dt)

u)cos(u)t)+u)cos(u)t)—m2tsin(u)t)
—2sin(w?)—wtcos(wt)

— oW 2cos(wt)—wtsin(wt)

- Betrag des Beschleunigungsvektors:

|a(t)|:v0m\/(2sin((nt)+(ntcos((nt))2+(2cos(u)t)—(otsin(u)t))2
2t2

=v0m¢4+m
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24.03.21
2.4 Bahn- und Normalbeschleunigung

- Bahngeschwindigkeit:  v(z)=v,V1+w» ¢

: 2wt vo(x)zt
- Bahnbeschleunigung:  a,(t)=v =
t 21+ V1+0’ P

- Normalbeschleunigung:

2 .
a;: 6y ; _ N an<t>}:\/0(1) —2SID((DZ‘>_(1)t(.308(U)t)
Vo 1+w't 2cos(wt)—wtsin(wt)
B Vowzf cos(wt)—wtsin(wt)
l+w’t’| sin(wt)+wtcos(wt)
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

* Aufgabenstellung: * Koordinatensystem:
- Gesucht ist die Bahn el- - Der Ursprung liegt im An-
nes Punkts, dessen Be- fangspunkt.

schleunigungsvektor mit
dem konstanten Vektor
der Erdbeschleunigung
Ubereinstimmt.

- Die Achsen werden so
gewahlt, dass der Vektor
der Anfangsgeschwindig-
keit und der Beschleuni-

- Anfangsort und Anfangs- gungsvektor in der xz-
geschwindigkeit sind be- Ebene liegen.
kannt.

- Die z-Achse zeigt nach
oben.
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2.5 Schiefer Wurf

24.03.21

e Bahnkurve:

- Die Bahn verlauft in der xz-Ebene.
- Anfangsbedingungen:

x(0)=0, z(0)=0

4> X
vx(O)zv()x:vOcos(oc)
Vz,(O):VoZ:Vo sin(oc)
- Beschleunigungsvektor:
a,=0, a,=—g
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

- In x-Richtung fuhrt der Punkt eine gleichformige Bewegung
aus:

ax:O I vx(t):va’ 'X"(ZL>:VOXZL

- In z-Richtung fuhrt der Punkt eine gleichmal3ig beschleunig-
te Bewegung aus:

a,=—g - vz(t)zv()z—gt, z(t)szZt—%gtz

- Damit lautet die Parameterdarstellung der Bahnkurve:

x(t)=vycos(a)t, z(t)=v,sin(o)t—=gt
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

- Die vektorielle Darstellung der Bahnkurve ist:

() cos( ) I -0
O e 25 )
r(t)=v t—%gt e,

- Bahngleichung z(x):

* Aus der Gleichung fur x(¢) folgt: ¢(x)=

v,cos(o)
* Einsetzen in z(¢) ergibt:
_ . X 1 X ?
z(x)=z(t(x))=vosin(o) vycos(a) 28 y,cos (o)
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24.03.21
2.5 Schiefer Wurf

« Daraus folgt die Gleichung fur die Wurfparabel.

* Alle Bahnen mit konstantem Beschleunigungsvektor sind Pa-
rabeln. Wenn der Beschleunigungsvektor parallel zum Vektor

der Anfangsgeschwindigkeit ist, degeneriert die Parabel zu
einer Geraden.
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

* Bahnparameter:

r A x

XH XW

H: Wurfhohe, x : Wurfweite, ¢: Bahnwinkel
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

- Bahnwinkel:
_dz_vzdt_vz_vosin(oc)—gt
tan((l))—dx—det—Vx— vocos(o()
> tan(d)=tan(o)— 81
vocos(oc)

- Steigzeit und Wurfhohe:

* Im Scheitelpunkt ist die Vertikalgeschwindigkeit null. Damit
berechnet sich die Steigzeit 7, zu

0=v,.—gty=vysin(o)—gt, = tH:%sin(oc)
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

* Fur die Wurfhdhe folgt:

. Vo . 1 Vo . Vo . 2
H=z(t,)=vysmm(o)|—sm{a)|—=g|—smn(a)| =—sin" (o
2(t)=vosin(a0)| “sin(ar) |5 g sin(a)| = 5L sin’ (o)
* Die zugehorige x-Koordinate ist:
v Ve V2
xn=x(t,)=v,cos(a)| —2sin(a)|=—sin(c)cos (o )==—=sin (2
=x(1)=voc08 ()| “sin ) |= " sin () cos ()= 5% sin (2
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

- Wurfweite und Wurfdauer:
 In der Ebene qilt fir die Wurfweite x,,:

g 2

0=z (xy)=tan (o) xy — =5 x
2vscos’(a)
_ g
—x |t —
X | tan () 2v§cosz(oc)xw

« Diese Gleichung hat die Losungen x,, = 0 und

2vzcosz(oc) Ve Ve
| . 2250sin(oc)cos(oc)zgosin(2a)=2xH

xWItan(oc
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

« Die Wurfdauer ¢, berechnet sich aus

O=z(tW):vOsin(oc)tW—%gt%V:tW vosin(oc)—lgtw

ZU tWZZ%sin(oc)ZZtH :

2

e Grof3stmogliche Wurfweite: meaF% fur a=45°

* Wegen sin(2a)=sin(180°—20a)=sin(2(90 °—a)|

ergeben sich fur o, und a, = 90° - a, die gleichen Wurfweiten.

e Der Wurf mit dem kleineren Winkel wird als Flachwurf und der
mit dem grolReren Winkel als Steilwurf bezeichnet.
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

0= 30° m—
= 45—
o = 60° -
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

 Zusammenstellung der Formeln:

Hohe Weite
t tHZ%sin(oc) ty= %sin(oc)
V2 v2
X tzz—gsm(Zoc) xW:?Osm(Zoc)
V2
_ 0
Z H 2gsm (o)
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

e Wurf mit Luftwiderstand:

Der Wurf mit Luftwiderstand wird als ballistischer Wurf be-
zeichnet.

Der ballistische Wurf wird durch nichtlineare Differenzial-
gleichungen beschrieben, die nur numerisch geldst werden
konnen.

Die Wurfweilte ist beim Flachwurf grof3er als beim Steilwurf.

Die grofdte Wurfweite wird bei einem Winkel erreicht, der
etwas kleiner als 45° ist.

Prof.

Dr. Wandinger 1. Kinematik des Punktes T™M 3 1.2-38



24.03.21

2.5 Schiefer Wurf
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24.03.21

2.5 Schiefer Wurf

- Wurfwelite beim ballistischen Wurf:

14.5

13.5 F

13

Xw [M]

125

12 |

115 | | | | |
30 35 40 45 50 55 60

(64
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2.5 Schiefer Wurf
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