16.04.20
3. Kreisbewegung

* Ein wichtiger technischer * Beispiele:
Sonderfall ist die Bewe-

i : - Punkt f e Rad
gung auf einer Kreisbahn. unkie aut €inem ~a

. _ - Zahnrader im Getriebe
e Dabei hat der Punkt zu je-

dem Zeitpunkt den glei-
chen Abstand vom Kreis- - Hubschrauberrotor

mittelpunkt. - Drehkran

 \WWenn sich ein starrer Kor-
per um eine feste Achse
dreht, bewegen sich seine
Punkte auf Kreisbahnen.

- Turbinenschaufeln
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16.04.20
3.1 Kreisbewegung als eindimensionale Bewegung

* Die Kreisbewegung kann als Bewegung auf einer gege-
benen Kreisbahn betrachtet werden.

* Bel einer Bewegung auf einer Kreisbahn kann als Ortsko-
ordinate anstelle der Bogenlange auch der Winkel ge-
wahlt werden.

* Die Wahl des Winkels als Ortskoordinate fuhrt auf die Be-
griffe der Winkelgeschwindigkeit und der Winkelbeschleu-

nigung.
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16.04.20
3.1 Kreisbewegung als eindimensionale Bewegung

* Bahngeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit:

- FUr den auf der Kreisbahn
zuruckgelegten Weg gilt: P

s(t)=ro(r) < S

- Dabel muss der Winkel im
Bogenmall angegeben werden.

- Die Bahngeschwindigkeit berechnet
sich zu

o(1)=22(1)=5(1)=r (1)
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16.04.20
3.1 Kreisbewegung als eindimensionale Bewegung

Die zeitliche Ableitung des Winkels wird als Winkelge-
schwindigkeit bezeichnet:

o(t)=¢(r)

- Zwischen Bahngeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit
besteht die Beziehung

v(t)=w(t)r

- Die Einheit der Winkelgeschwindigkeit ist 1 pro Zeiteinheit.

- Gelaufige Einheiten: 1_60 1 _ 11

s min min 60 s
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16.04.20
3.1 Kreisbewegung als eindimensionale Bewegung

* Bahnbeschleunigung und Winkelbeschleunigung:

- Die Bahnbeschleunigung ist die zeitliche Ableitung der
Bahngeschwindigkeit:

a,(t)=v(t)=5(t)=ro(t)

- Die zeitliche Ableitung der Winkelgeschwindigkeit wird als
Winkelbeschleunigung bezeichnet:

0 (t)=0(r)

- Zwischen Bahnbeschleunigung und Winkelbeschleunigung
besteht die Beziehung

a,(t)=ro(t)
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16.04.20
3.1 Kreisbewegung als eindimensionale Bewegung

- Die Einheit der Winkelbeschleunigung ist 1 pro Zeit zum
Quadrat.

- EIne gangige Einheit ist 1/s2.
e Starre rotierende Scheibe:

- Auf einer starren rotierenden Scheibe haben alle Punkte die

gleiche Winkelgeschwindigkeit und die gleiche Winkelbe-
schleunigung.

- Bahngeschwindigkeit und Bahnbeschleunigung sind fir
Punkte mit unterschiedlichem Radius verschieden.

Prof. Dr. Wandinger 1. Kinematik des Punktes ™ 3 1.3-7



16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

* Bei der Betrachtung der Kreisbewegung als raumliche
Bewegung kann neben der Bahnbeschleunigung auch die
Normalbeschleunigung ermittelt werden.

* FUr die Untersuchung der Bewegung wird ein kartesi-
sches Koordinatensystem eingefuhrt.

* Das Koordinatensystem kann so gewahlt werden, dass
die Bewegung in der xy-Ebene stattfindet.
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

 QOrtsvektor: Y A

- FUr die Ortskoordinaten eines

Punktes auf der Kreisbahn gilt: ﬂr n
x(t):rcos((])(t)) k AN > X

y(t)=rsin(o(1))

- Die Ortskoordinaten sind die Kom-
ponenten des Ortsvektors:

rcos(q)(t))}
rsin(q)(t))

r(t)=rcos|d(t)|e +rsin(o(z)|e, oder r(z)|=

- FUr den Betrag gilt:
|r(t)‘=\/rzsin2(])(t)+rzcoszq)(t)zr\/sinzq)(t)+cosch(t)=r
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

* Geschwindigkeitsvektor:

- Die zeitliche Ableitung des Ortsvektors ergibt:

v(t)=i(t)==rsin(o(r))o(r) e +rcos(¢(r))o(t)e,

=0(1)-y(1)e,+xlr)e,
elero (]SO ([~ 0]
= aostate 7] 0y [Tt

- Mit der Bahngeschwindigkeit v(r) = w(¢)r gilt auch:
v(1)=v(1)[~sin((1))e,+cos (¢(1))e,

—sin(¢(7))
cos (¢ ())

v(1)]=v(r)
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

- FUr den Einheitstangentenvektor gilt:

e/1)= 2t ==sin (o) e, reos 1),

—sin(¢(z))
cos (¢ (7))

- Er steht senkrecht auf dem Ortsvektor:

r(t)-et(t):r[—cos((])(t))sin(q)(t))+sin(q)(t))cos(q)(t)”:O
()] [e.{0)=rlcos(a(r)) sin(o(r)) ‘Si““)(”)]:o

el1)]=

cos(¢(1))
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

Vo=WTr
Y A
X | vx=—vpsin(q))
¢ =—wrsin(¢)
/y/(t) =V

vy:vpcos(q))
=wrcos(o)
=X
:VR
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

- Beispiel:

* Der Punkt P bewegt sich auf einer Kreisbahn. Zum Zeitpunkt ¢
hat er die Koordinaten x =4 cm und y =3 cm und die Winkel-
geschwindigkeit w = 5 s.

* Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors sind:

vx:—0,03m-51:—0,152, vy:O,O4m°Sl=0,20E
S S S S

* Fir die Bahngeschwindigkeit folgt:

v=1v>+1°=40,15"+0,20’ —_025—

« Der Radius der Kreisbahn ist: r=+v4*+3*cm=5cm
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

* Beschleunigungsvektor:

- Die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsvektors fuhrt

auf
a(t)=v(t)=%(v(t)et(t))=v(t)et(t)+v(t)ét(t)
=a,(t)+v(1)¢(1)[~cos(¢(1)|e,~sin[o(t)]e,)
=a,(t)-¢° (1 r(cos o(1) ex+sin(q)(t))ey)
(

Prof. Dr. Wandinger 1. Kinematik des Punktes ™ 3 1.3-14



16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

- Normalbeschleunigung: a,=—’r

« Die Normalbeschleunigung a, ist entgegen dem Ortsvektor r
gerichtet. Sie wird daher als Zentripetalbeschleunigung be-

zeichnet.
* Fir den Betrag der Normalbeschleunigung qilt:
) V2 V2
a,=a,=0r=—r=—
7 r
- Bahnbeschleunigung: a,=ve,

* FUr den Betrag der Bahnbeschleunigung qilt:

‘at‘=|at|=|v|=r|(b|=r|d°)|
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

- FUur die Komponenten im kartesischen Koordinatensystem

gilt:
e
a,(0)]==()| 1)
a — 0 r —Sin<(|)<t>) =0 _y(t)
an) cos(o(r)) || (o)
oy (-0t x(1)
=] o) 21w (r)y(0)
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

- Beispiel:

* Der Punkt P bewegt sich auf einer Kreisbahn. Zum Zeitpunkt ¢
hat er die Koordinaten x =4 cm und y =3 cm, die Winkelge-
schwindigkeit » = 5 s und die Winkelbeschleunigung &o=10s>.

* Die Beschleunigungen berechnen sich zu

1 0,04]m:_[1,oo]g

@|==25 ?[0,03 0,755’

10 1[-0,03] _[-03]m
[“’]‘1032[ 0,04 ]m‘[ 0.4 lsz

[(l}: — 1,30 m
—0,35|¢°
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

e Drehachse:

- Die Gerade, die senkrecht auf der Kreisebene steht und
durch den Mittelpunkt des Kreises verlauft, wird als Dreh-
achse bezeichnet.
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

* Vektor der Winkelge-
schwindigkeit:

. . w

- Der Betrag stimmt mit der

Winkelgeschwindigkeit

Uberein: M r

o]=|o] | P

- Die Richtung stimmt mit

der Drehachse Uberein. .

- Dann qilt:

- Die Orientierung wird

durch die Rechthandregel v=mXF I
festgeleqt.
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16.04.20
3.2 Kreisbewegung als raumliche Bewegung

- Nachweis:

* Der Vektor wXxr zeigt in Richtung von v .
* FUr den Betrag gilt:

|0 X r|=|w|rsin|w, r|=|w|rsin(90 °)=|w|r=|v|

- FUr den Beschleunigungsvektor folgt:

a=v=0Xr+oXr=oXr+moXv=a,+a,

* Bahnbeschleunigung: a,=wxr

« Zentripetalbeschleunigung: a,=oXv=wX wXr|
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16.04.20
3.3 Gleichfoérmige Kreisbewegung

e Definition:

- Bel einer gleichformigen Kreisbewegung ist die Winkelge-
schwindigkeit o konstant: o (¢)=w,=const.

« Uberstrichener Winkel:

- Der Punkt bewegt sich mit der konstanten Bahngeschwin-
digkeit v,=w,r auf der Kreisbahn.

- Fur die Ortskoordinate gilt:

s(t)=so=volt—ty) > rld(t)—do|=w,r(t—t,)

- Daraus folgt fiir den Winkel: O (1) =g+ wolt—1,)
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16.04.20
3.3 Gleichfoérmige Kreisbewegung

 Umlaufzeit und Drehzahil:

- Wahrend einer Umdrehung wird ein Winkel von 2x Uberstri-
chen.

- Die dafur bendtigte Umlaufzeit T berechnet sich aus

2w

2a=0¢(t+T)—o¢(t)=w, T = T_(D_o

- Die Drehzahl n gibt die Anzahl der Umdrehungen pro Zeit
an:
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16.04.20
3.3 Gleichfoérmige Kreisbewegung

- Die Drehzahl wird in Umdrehungen pro Minute angegeben.

- Der Zusammenhang zwischen Drehzahl »n in 1/min und
Winkelgeschwindigkeit in 1/s ist gegeben durch

_ 2mn _ Tn
~ 60s/min  30s/min

Wy

* Geschwindigkeit und Beschleunigung:

- Bahngeschwindigkeit: V=8=w,r=const.

2
: : V
- Zentripetalbeschleunigung: a,l:(x)(z)r=7=const.

- Bahnbeschleunigung: a,=mr=0
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16.04.20
3.3 Gleichfoérmige Kreisbewegung

* Beispiel:

- Die beiden Rollen sind
durch einen dehnstarren @ @
Riemen verbunden. \
~—V
S

- Punkt P hangt an einem
dehnstarren Seil, das auf

Rolle 2 aufgewickelt wird. v, 1
- Gesucht: P
« Winkelgeschwindigkeit - Gegeben:
®, von Rolle 2 und Ge- * Winkelgeschwindigkeit
schwindigkeit v, von w, von Rolle 1
Punkt P
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16.04.20
3.3 Gleichfoérmige Kreisbewegung

- Punkt A bewegt sich mit

der Winkelgeschwindig-

keit w, auf einer Kreis- Vo A

bahn mit Radius r,. Da-

her gilt: gj
Vo= 7,

- Die Punkte A und B sind

I A
durch einen dehnstarren v,
Riemen verbunden. Da- 5P
her gilt:

V=V,
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16.04.20
3.3 Gleichfoérmige Kreisbewegung

- Punkt B bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit w, auf

einer Kreisbahn mit Radius r,. Daher gilt:

r

L . _ 1
VA=Vp=W,F; 2 W7 =W0,r; 2 (02—(“1,,_
3

- Punkt C bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit w, auf

einer Kreisbahn mit Radius r,. Daher gilt:
i

V=W, =0,
rs
- Punkt P ist Uber ein dehnstarres Seil mit Punkt C verbun-
den. Daher gilt:

Fyrj

Vp—=Vc— W, .
3
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16.04.20
3.4 Gleichmalfig beschleunigte Kreisbewegung

e Definition:

- Bel einer gleichmaliig beschleunigten Kreisbewegung ist
die Winkelbeschleunigung konstant: (¢)=,=const.

* Winkelgeschwindigkeit und Winkel:

- Der Punkt fuhrt auf der Kreisbahn eine gleichmallig be-
schleunigte Bewegung mit der konstanten Bahnbeschleuni-

gung

a,=w,r
aus.
- FUr die Bahngeschwindigkeit gilt:

v(t)=vo=a,(t—t,) > rlo(t)—wy|=o,r(t—t,
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16.04.20
3.4 Gleichmalfig beschleunigte Kreisbewegung

- Daraus folgt fur die Winkelgeschwindigkeit:

W (1)=wo+ o[t —1,)

- F0r die Ortskoordinate gilt:

S(t)—sozvo(t—to)+%at(t—t0)2
> r((i)(t)—q)o):ooor(t—t0)+%(i)0r(t—t0)2

- Daraus folgt fur den Winkel:
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16.04.20
3.4 Gleichmalfig beschleunigte Kreisbewegung

* Beispiel:

- EIn Schwungrad (Durchmesser d = 60 cm) wird aus der Ru-
helage gleichmaldig beschleunigt und hat nach ¢, =20 s eine

Drehzahl von n = 1000 min-! erreicht.
- Gesucht:

* Winkelbeschleunigung
« Anzahl der Umdrehungen in der Zeit ¢,

e Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes auf dem
Umfang zur Zeit ¢, = 1 s nach dem Anlaufen
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16.04.20
3.4 Gleichmalfig beschleunigte Kreisbewegung

- Anfangsbedingungen:
« Die Zeit wird ab Beginn des Anlaufens gemessen: ¢, =0
« Der Winkel wird ab der Ruhelage gemessen: ¢, =
« Die Bewegung startet aus der Ruhelage: w,=0

- Winkelbeschleunigung:

* Mit den gegebenen Anfangsbedingungen gilt:
. . _ W
W, =0(1,) =My, > U)o:t_;

* FUr die Winkelgeschwindigkeit gilt:

_ 0.2 =047
D2~ 30s/min 1000308 104.7
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16.04.20
3.4 Gleichmalfig beschleunigte Kreisbewegung

* Damit berechnet sich die Winkelbeschleunigung zu

104,75 _ 1
D =""57" —5,235S2

- Anzahl der Umdrehungen:

 Fir den tberstrichenen Winkel gilt: q)zzq)(tz):% 'M%Z%mztz

« Zahlenwert: ¢2:%-104,7é-20s:1 47

e Bei einer Umdrehung wird ein Winkel von 2m Uberstrichen.
Damit qilt fur die Anzahl der Umdrehungen:

0, 1047 _
2n 2m = 1666

N,
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16.04.20
3.4 Gleichmalfig beschleunigte Kreisbewegung

- Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes auf
dem Umfang:

« Die Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, = 1 s betragt

mlzm(tl):®0t1:5,235 %1825,235%
S

* Ein Punkt auf dem Umfang hat den Radius
r=d/2=30cm=0,3m

* Seine Geschwindigkeit betragt

V1:(01”:5,235%-O,3m:1.571 m/s
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16.04.20
3.4 Gleichmalfig beschleunigte Kreisbewegung

* Seine Normalbeschleunigung (Zentripetalbeschleunigung) be-
tragt
anlzwfr=5,2352l2-0,3m=8,221m/8220,8380g
S

« Seine Bahnbeschleunigung betragt

at1=(i)0r=5,235l2-0,3 m=1,571m/s’=0,1601 g
S

* Der Betrag der Gesamtbeschleunigung ist

a,=\a’,+a’,=8,370m/s’=0.8532 ¢
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