10.05.21
1. Rotation um eine feste Achse

 Betrachtet wird ein starrer
Korper, der sich um eine z T
raumfeste Achse dreht.

* Das Koordinatensystem wird
so gewahlt, dass die Dreh-
achse mit der z-Achse zu-
sammenfallt.

* Der Ursprung des Koordina-
tensystems wird mit A be-
zeichnet.
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10.05.21
1.1 Schwerpunktsatz

e Schwerpunktsatz:

- Am freigeschnittenen Kdorper
greift die resultierende aul3ere

Kraft F und die resultierende .
Lagerkraft A an.

- Wie beil einem System von
Massenpunkten qilt:

mr=F+A
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10.05.21
1.1 Schwerpunktsatz

* Dynamisches Gleichgewicht:

- Aus dem Schwerpunktsatz folgt: F+A—mi =0
- Mit Fy=ag=dXrg+mX|wXrg| folgt daraus:
F+A—moXrg—mwX(oXrg=0
- Die Tragheitskraft T=—m® Xr¢ wird durch die Bahnbe-
schleunigung verursacht.

- Die Tragheitskraft Z=—m X|w Xrg| wird durch die Zentri-
petalbeschleunigung verursacht. Sie wird als Zentrifugal-
kraft bezeichnet.

- Das dynamische Gleichgewicht lautet: F+A+T+Z=0
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10.05.21
1.1 Schwerpunktsatz

e Statische Unwucht:

Wenn die Drehachse durch den Schwerpunkt geht, sind
wegen r, = 0 die Tragheitskrafte null. Die Lagerkrafte sind im

Gleichgewicht mit den auf3eren Kraften.

Bel Korpern, die sich mit grol3er Winkelgeschwindigkeit
drehen, sollte daher der Schwerpunkt auf der Drehachse
liegen.

Liegt der Schwerpunkt nicht auf der Drehachse, so spricht
man von statischer Unwucht.

Ist ein Rad statisch ausgewuchtet, so ist es Iin jeder Lage im
statischen Gleichgewicht.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

e Drall:

- Aus dem Grenzubergang ? ‘
zu infinitesimalen Mas-
senelementen folgt fur
den Drall:

LA:f(rPXvP)dm 5 dm
K

- Fur die Vektoren qilt:

_ A
rp=xe.,tye t+ze,

vP:vaex-I_vaey y
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Das Vektorprodukt berechnet sich zu

rpXvp=(xe.tye,+ze |X(vpe +vp,e |
:(vay_yva)ez-I_Zvaey_ZVPy €

- Jeder Massenpunkt bewegt sich auf einer Kreisbahn um die
z-Achse. Daher gilt fir seine Geschwindigkeit:

Vp

X

==y, Vp,=0X

- Damit berechnet sich der Integrand zu

2, .2
rPvazuﬂkx+y)e{—yzey—xzex
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Integration Uber den Korper ergibt:

L'=o f (x2+y2)dmez—f xzdmex—f yzdme,
K K

K

- Definitionen:
(x2+y2) dm=f r*dm

K

+ Massentragheitsmoment: J.=

X S —

e Deviationsmomente: J;‘Z:—fxzdm, J‘;‘Z:—fyzdm
K K

* Die Deviationsmomente werden auch als Zentrifugalmomente
bezeichnet.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Ergebnis:

* Bel einer Drehung um die z-Achse gilt flr die Komponenten
des Dralls:

* Nur wenn die Deviationsmomente null sind, stimmt die Rich-
tung des Drallvektors mit der Richtung der Drehachse uber-
ein.

« In einem korperfesten System andern sich J4_, J4 und J4,

xz°

nicht. Der Drallvektor dreht sich mit dem Kaorper.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Beispiel: Schwenkarm « Der Schwenkarm dreht sich mit
der Winkelgeschwindigkeit
o =1 s!1um die z-Achse.

’ f * Massentragheitsmoment:
Jf=5 kgm’

% e Deviationsmomente:

Ji=—175 kgm2 J5=0

’ yZ

LA\a /  Komponenten des Drallvektors:

» £

> X Lf:—7,5kgm2/s, L;‘:Okgmzls
LY=5kgm’/s
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10.05.21
1.2 Drallsatz

e Drallsatz:

- Fur ein System von Massenpunkten lautet der Drallsatz:
L'=Mm"

- Der Drallsatz behélt seine Gultigkeit beim Grenziubergang
auf ein System aus unendlich vielen unendlich kleinen Mas-
senelementen.

- Die zeitliche Anderung des Dralls muss in einem Inertialsys-
tem, d. h. flr einen ortsfesten Beobachter berechnet wer-
den.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Da sich jeder Punkt des starren Korpers auf einer Kreis-
bahn um die z-Achse bewegt, qilt:

 Die z-Koordinate z ist zeitlich konstant.
 Der Abstand r von der z-Achse ist zeitlich konstant.

- FUr die z-Komponente des Dralls gilt daher:

Li=J o=M?

< < <

- Dabel ist M4_das Moment der aul3eren Krafte um die z-
Achse.

- Wenn das Moment der auf3eren Krafte um die z-Achse null
ist, gilt der Drallerhaltungssatz: Jj%w,=J"w, @ o,=o,
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Die x- und y- Koordinaten der Punkte des starren Korpers
andern sich bei einer Drehung um die z-Achse.

- Daher andern sich die Deviationsmomente.

- FUr die Momente um die x- und y-Achse folgt aus dem

Drallsatz: . o
Mi=Ll=oJ +oJ.

A_+A_ . A “A

M =L =0/, +0J,

- Da sich die Punkte auf einer Kreishahn um die z-Achse be-
wegen, gilt:

X=Vp=—WYy, y=Vp=0X
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10.05.21

1.2 Drallsatz
- Damit folgt fur die zeitliche Anderung der Deviationsmo-
mente:
]fzz—: xzdm= u)f yza’mz—oof’;Z
K K
];:_ yzdmz—mf xzdm= oJ.
K K
- Ergebnis:

A . 1A 2 A
M,=oJ —wJ,

A . 1A 2 A
M =wJ) +0"J,

A N 25
M.=wJ

< <
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Der Drallsatz stellt eine Beziehung zwischen den am Kaorper
angreifenden Momenten und der Winkelgeschwindigkeit
her. Er wird daher auch als Momentensatz bezeichnet.

- Das Moment M4 um die Drehachse verursacht eine Win-
kelbeschleunigung.

- Wenn die Deviationsmomente nicht null sind, sind die Mo-
mente M4, und M auch bei konstanter Winkelgeschwindig-

keit von null verschieden. Sie sind notwendig, um die Dreh-
achse in ihrer Richtung zu halten.

- Dieser Effekt wird als dynamische Unwucht bezeichnet.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- In einem ortsfesten Koordinatensystem sind die Deviati-
onsmomente zeitlich veranderlich.

- In einem Koordinatensystem, das sich mit dem Korper
dreht, sind die Deviationsmomente zeitlich konstant. Die
Komponenten des berechneten Moments beziehen sich
dann ebenfalls auf das korperfeste Koordinatensystem.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Beispiel: Dynamische Un-
wucht

 Betrachtet wird ein Rad, das
sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit dreht.

* Bei dynamischer Unwucht ist
der Drallvektor nicht parallel
zum Vektor der Winkelge-
schwindigkeit.

 |m radfesten Koordinaten-
system ist der Drallvektor
konstant.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

* Im ortsfesten Koordinatensystem dreht sich der Drallvektor
mit dem Rad. Dabei &ndert sich seine Richtung.

 Fur die Anderung des Dralls wird ein Moment bendtigt, das
vom Radlager auf das Rad ausgetibt werden muss.

 Der Momentenvektor ist im radfesten Koordinatensystem
konstant und dreht sich im ortsfesten Koordinatensystem mit

dem Rad.
* Wegen der Elastizitat des Radlagers schlackert das Rad.
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10.05.21
1.2 Drallsatz

- Beispiel: Schwenkarm » Der Schwenkarm wird um 90°
um die z-Achse gedrent.

 Fur0 << Tqilt fur den Winkel:

Z?

—|1— r
(1) A COS rcT
% * Winkelgeschwindigkeit:
/ | ,
% oo(t):(b(t):f—Tsin J'IJ%
> * Winkelbeschleunigung:

>

3
o(t)= T cos

t
AT? T
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10.05.21
1.2 Drallsatz

« Im mitrotierenden Koordinatensystem gilt mit J4 =0 fUr die
Momente:

« Zahlenwerte: T=2s, J/=5kgm’, J.=—75kgm’

<
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10.05.21
1.2 Drallsatz
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10.05.21
1.2 Drallsatz

15 : l

<

N < X

M [Nm]

yT
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10.05.21
1.3 Massentragheitsmoment

e Definition:

- Das Massentragheitsmo-
ment um die Achse a ist de- a
finiert durch

Ja=f r*dm
K 9,
- Dabel ist r der senkrechte
Abstand zur Drehachse. .

- FUr das Massentragheits-
moment um die z-Achse gilt:

Jz:f rzdmZ_f (x2+y2)dm
K K
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10.05.21
1.3 Massentragheitsmoment

* Homogener Korper:

Bel einem homogenen Kaorper ist die Dichte p konstant.

Mit dm = paVfolgt: J = [ r’dm=p [ r*av
V

K

Wenn die Dicke i1 des homogenen Korpers konstant ist,
folgt mit dV = hdA

J.=ph [ rdA=phlI,
A

Dabel ist Ip:f r*dA das polare Flachentragheitsmoment.
A
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10.05.21
1.3 Massentragheitsmoment

* Beispiel: Propeller

\/
>

- Der Koordinatenursprung wird in den Schwerpunkt gelegt.
- Der Propeller dreht sich um die z-Achse.
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10.05.21
1.3 Massentragheitsmoment

- Massentragheitsmoment:
L bl2
J?: phf x+y’ldA=ph | [ (x*+y"|dy]|dx
— —b/2
3 1y=>b/2 ’ b3
—oh | [X*y+L dx=ph | |bx"+—|dx
P —fL Y 3 ly=—in2 P _f 12
=phb x—3+b—2x-ﬂ —ohb| 2+ 2 b L|=2phbL L2+b—2
PADIFT x| TP TP 273 4

- Mit der Masse m = 2 p hbL folgt:

]fZ%mL

U

2
14| 0 )] Lonr? flir b< L

2L 3
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10.05.21

1.3 Massentragheitsmoment

* Beispiel: Zylinder

dA=2nrdr

R
F=ph | r*dA=2mph | rdr
A 0

4}’:R
_ N - ‘
=2mph 4]’:0—231:th
_1 0
—sz
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10.05.21
1.3 Massentragheitsmoment

* Beispiel: Quader

Jf:phf(x2+y2)dA f sJ =X

2/2 " b2 .

=ph [ | | [x*+y*|dy|dx
—al2 | —bl2
a/n2 : y3 y=bl2 al2 b3

—_ 2 ~ —_— -

_ph_:ﬂz_x 3 y:_de—ph_!/z X b+12 dx

B T3 b2 x=al?2 ~ 3 b2 1 , ,

—phb-?+ﬁx o =0hb 12 5 a 12m(a +b%)
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10.05.21
1.4 Zentrifugalmomente

e Betrachtet wird ein Korper, der sich mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit m um die z-Achse dreht.

* Dynamisches Gleichgewicht:
- Die Beschleunigung eines Massenpunktes ist
2 2
Ap,=—W X, dp,=—W Yy

X

- FUr die Zentrifugalkraft gilt:

dZ .=—a, dm=w"xdm, dZyZ—apydmZ(x)zydm
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10.05.21
1.4 Zentrifugalmomente

- Resultierende Momente:

Miy=—| zdz,
K

:—oozfzya’mzoozj‘;‘Z 0

K dm

A » i
M7= zdZ,
K
2 f . 2 ;A
=0 ) zxdm=—w"J,, A/é\
- Dynamisches Gleichgewicht: XQ‘ X

M2+M5 =0 : —(DZJ;‘ZHon‘;Z:O v
Mi+M3=0 : 0’ Ji-w'Ji=0
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10.05.21
1.4 Zentrifugalmomente

- Die Fliehkraftmomente versuchen, die Drehachse zu kip-
pen.

- Um die Drehachse festzuhalten, sind die aulderen Momente
Mi==Mz, Mj=-Ms,
notig.

- Im ortsfesten Koordinatensystem hangen diese Momente
von der Zeit ab, da die Deviationsmomente von der Zeit ab-
hangen.

- In einem mitrotierenden korperfesten Koordinatensystem
sind die Deviationsmomente zeitlich konstant.
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10.05.21
1.4 Zentrifugalmomente

* Symmetrische Korper:

- Spiegelsymmetrie beziglich der
xy-Ebene:

* Zu jedem Massenelement an der
Stelle (x,, y,, z;) gibt es ein ent-

sprechendes Massenelement an S
der Stelle (x,, y,, -z;).

e Die Momente der Fliehkraft um
die x- und y-Achse heben sich

jeweills gegenseitig auf.
e Dabher sind die resultierenden
Zentrifugalmomente null. J5 = ‘;Z:
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1.4 Zentrifugalmomente

10.05.21

- Achsensymmetrie bezilglich der
z-Achse:

Beil einer Drehung um 180° um
die z-Achse wird der Korper auf
sich selbst abgebildet.

Zu jedem Massenelement an der
Stelle (x,, y,, z;) gibt es ein ent-
sprechendes Massenelement an
der Stelle (-x,, -y;, z;).

Die zugehorigen Zentrifugalkrafte
heben sich gegenseitig auf.

Daher sind die resultierenden
Zentrifugalmomente null.

J.=J,=0
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10.05.21
1.4 Zentrifugalmomente

- Zyklische Symmetrie bezlglich
der z-Achse:

* Bei einer Drehung um den
Winkel ¢ um die z-Achse wird
der Kdrper auf sich selbst ab-
gebildet.

* Die Zentrifugalkrafte an ent-
sprechenden Massenelemen-
ten bilden ein zentrales Kraft-
system, das im Gleichgewicht

ISt.
. r[])lﬁ Zentrifugalmomente sind ‘]iz:]iz:o
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10.05.21
1.4 Zentrifugalmomente

* Fir einen Winkel von 180° ergibt sich die Achsensymmetrie.
- Rotationssymmetrie bezuglich der z-Achse:

* Bei einer Drehung um einen beliebigen Winkel um die z-Ach-
se wird der Korper auf sich selbst abgebildet.

* Die Rotationssymmetrie ist ein Spezialfall der zyklischen
Symmetrie.

e Dabher sind die Zentrifugalmomente null.
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

 Das Massentragheitsmoment und die Deviationsmomente
eines aus elementaren Korpern zusammengesetzten
Korpers lassen sich durch Addition der Massentragheits-
momente und der Deviationsmomente der einzelnen Kor-
per ermitteln.

e Dabei kdnnen auch Kdrper subtrahiert werden.

* Fur viele elementare Korper sind die Massentragheits-
momente und die Deviationsmomente tabelliert.

* Die tabellierten Werte beziehen sich in der Regel auf Ach-
sen durch den Schwerpunkt.
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

e Satz von Steiner:

- Gegeben:

 Massentragheits- und
Deviationsmomente be-
zuglich des Koordina-
tensystems SXYZ

- Gesucht;

* Massentragheits- und
Deviationsmomente be-
zuglich des parallel ver-
schobenen Koordina-
tensystems Axyz
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

- Fur die Koordinaten gilt: x=X+x,, y=Y+y,, z=Z+z

Daraus folgt:
XY =X+, PV 4y =X 42 x X+ x5+ Y 42y Y+
x7=(X+xg)|Z+25|=XZ+x5Z+75 X +x52s
Y=Y+ y5)|Z+zg| =Y Z+ys Z+z5Y +ygzg

- Aus der Definition des Schwerpunkts folgt:
f de:f Ydm:f Z dm=0
K K K

Damit liefert die Integration Uber den Korper:

J?:f (x2+y2)dm=f (X2+Y2)dm+(x§+y§)m=]§+r§m
K K
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

- Entsprechend folgt fur die Deviationsmomente:

szz—f xzdm:—f XZdm—xszgm=J5%,—Xgzsm
K K

szz—fyzdmz—f Yde_)’SZSm:]f/Z_YSZSm
K K

- Ergebnis: (Satz von Steiner)

A S 2 2

J, = J; + (XS+yS>m
A S

Jo = Jxz — XgZlsM
A S

Jyz — JYZ R Ys<sm
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

 Massenpunkte:

- Da ein Massenpunkt keine Ausdehnung hat, sind sein Mas-
sentragheitsmoment und seine Deviationsmomente bezlg-
lich dem Punkt, an dem er sich befindet, null.

- Befindet sich der Massenpunkt am Punkt P, so folgt aus
dem Satz von Steiner fur das Massentragheitsmoment und
die Deviationsmomente bezlglich Punkt A:

A 2 2
Jz — (xP+yP)m
A
sz — _XPZPm
J = -
vz _ Ypilph
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

* Beispiel: Auswuchten

- Durch Anbringen von zwei Aus-
gleichsmassen wird erreicht, dass das
Rad statisch und dynamisch ausge-

wuchtet ist. R m
- Die x- und y-Koordinaten der beiden >

Massen werden so bestimmt, dass der ‘

Schwerpunkt auf der Drehachse liegt m

und die beiden Zentrifugalmomente
verschwinden.
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

* Tragheitsradius: - Der Abstand i_ heil3t

- Ein Massenpunkt der Tragheitsradius.

Masse m im Abstand i, - Beispiele:
von der Drehachse hat  Kreisscheibe:
das gleiche Massentrag- —
heitsmoment wie ein star- ; :\/R _V2 5
rer Kdrper der Masse m, V22
wenn qilt: * Rechteck:
I”I”li?:]Z > 1= & i :\/a2+b2: a’+b’
m : 12 23
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

* Beispiel: Schlagbaum

< (0,5 »
0,25 »—= A
025 » = 025 >
] R SRR S
J - 15— » 3
<« 2.5 >
< 0,5 >« 3 >
Dicke h1 =0,2 Dicke h2 =0,1
Alle MalRe in m Dichte p = 2700 kg/m’
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

- Zu berechnen ist das Massentragheitsmoment des Schlag-
baums um den Drehpunkt A.

- Der Schlagbaum besteht aus dem quaderférmigen Aus-
gleichsgewicht 1 und der quaderformigen Schranke 2 mit
den beiden kreisférmigen Lochern 3 und 4.

- Korper 1: Ausgleichsgewicht
e Masse: m;=1m-0,5m-0,2m-2700 kg/m’=270kg

* Massentragheitsmoment bezogen auf Schwerpunkt:

szﬁ-zm ke-[1m*+0,5" m*|=28,13 kgm”

* Massentragheitsmoment bezogen auf Drehpunkt:
J1=28,13kgm’+0,5°m*-270 kg =95.63 kem"
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

- Korper 2: Schranke ohne Locher
e Masse: m,=3m-0,5m-0,1 m-2700kg/m’=405kg

* Massentragheitsmoment bezogen auf Schwerpunkt:

1

757405k 13°m’+0,5" m*|=312,2 kgm’

J)=

* Massentragheitsmoment bezogen auf Drehpunkt:

J5=3122kegm’+(1,5—0,25] m*-405 kg=945 kgm"
g

Prof. Dr. Wandinger 4. Kinetik des starren Korpers ™™ 3 4.1-45



10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

- Korper 3: Loch
0,25
2

2
e Masse: m;=m- )mz-O,lm-27OOkg/m3= 3,25 kg

* Massentragheitsmoment bezogen auf Schwerpunkt:

15:%13,25 kg 0,125 m°=0,10 kgm”

* Massentragheitsmoment bezogen auf Drehpunkt:

J3=0,10kem’+(1,5-0,25m" 13,25 kg=20.81kgm"
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10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

- Korper 4: Loch
e Masse: m,=m;=13,25kg

* Massentragheitsmoment bezogen auf Schwerpunkt:
J4=J3=0.10kgm’
* Massentragheitsmoment bezogen auf Drehpunkt:

J3=0,10kem’+(2,5-0,25/"m*13,25 kg=67.20 kem"

- Gesamt:  J'=J'+Ji—Ji—T)

J*=95,63 kem’+945 kem”—20,81 kem” — 67,20 kem”=952,6 kem”
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1.5 Zusammengesetzte Korper

* Beispiel:

- Der abgebildete Be-
schlag besteht aus
den homogenen
dinnen Platten kon-
stanter Dicke 1 bis 3
und den beiden Mas-
senpunkten 4 und 5.
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1.5 Zusammengesetzte Korper

- Gegeben:

e a=30cm, b=40cm, h =20 cm

e m, =9kg m,=3,6kg m,=2,7kg m,=m,=20kg
- Gesucht:

- Massentragheitsmoment J4_ und Deviationsmomente J4 _, J4
- Platte 1:

« Momente bezuglich dem Schwerpunkt S, der Platte:

n

12

9kg

> 130%+40°|cm>=1875 kgcm

IS =—La*+b*|=

fozz nyZ:O kgc:m2
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1.5 Zusammengesetzte Korper

« Da der Schwerpunkt S; mit dem Bezugspunkt A identisch ist,
it
J Ji,=Ji.=1875kgem’, Ji,.=J;,=0kegcm’

- Platte 2:

« Momente bezuglich dem Schwerpunkt S, der Platte:

79 _myb® _3,6keg-40%cm’
T 18

=320 kegem”

hb 20em.
J3.=0kgem?, J5, =—"217 = S0Ke0om AV g4 ey’

e Schwerpunktskoordinaten:

1 1)b:2:6,667cm, 2= =6,667cm

a R
2 2 3 6 3

Prof. Dr. Wandinger 4. Kinetik des starren Korpers ™ 3 4.1-50



10.05.21
1.5 Zusammengesetzte Korper

 Momente bezuglich Punkt A:
J5 =05 (x5 +y3 | my=(320+157+6,667°)-3,6 | kgem®= 1290 kgem’

JQ‘XZ=]§XZ—x52z52m2= 15¢cm-6,667 cm-3,6 kg=360 kgcm2

J5,.=J3,.—vs 25.m,=|—80—6,667-6,667-3,6/ kgem” = —240 kgcm’

- Platte 3:
« Momente bezuglich dem Schwerpunkt S, der Platte:

2 2 2
s _mza _277kg-30"cm” _ )
J5,= THe T =135 kgem

_mzha 2 7kg-20cm-30cm
36 36

—45kgem”, ngz =0 kgcm”
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1.5 Zusammengesetzte Korper

e Schwerpunktskoordinaten:

1.1
273

a b
Xg = az—gz—Scm, yS3=§=2Ocm, 2g,=

3

gz 6.667 cm

* Momente bezuglich Punkt A:
J3.=03 4 x5+ 5% | my=[135+(57+207)-2,7 | kgem®=1282,5 kgem”
J3o=J3— X 25.m3=(45+5-6,667-2,7| kgem” = 135 kgem”

J3,.=J3,.— s 25, m3=—20cm-6,667 cm-2,7 kg =— 360 kgem”
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1.5 Zusammengesetzte Korper

- Massenpunkt 4:
b

. Koordinaten: x4:%:15cm, ye=—>

=—20cm, z,=0cm
 Momente beziglich Punkt A:
T4 = x5+ y3 my=(15"+207|ecm’-20 kg = 12500 kgem”

A _ A .
J4xz—_X4Z4m4—O, ]4yz__y4z4m4_0

- Massenpunkt 5:

| b
. Koordinaten: x5:—%=—15cm, ys=5=20cm, z;=h=20cm
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1.5 Zusammengesetzte Korper

 Momente bezuglich Punkt A:
T4 = x5+ y3ms=(15"+20%|cm’-20 kg = 12500 kgem”

J?xzz—xs Zsms=15-20-20 kgcm2=6000 kgcm2
J5,.=—yszsms=—20-20-20 kgcm”=—8000 kgcm

- Gesamtstruktur:

J4=(1875+1290+1282,5+2-12500) kgem’ =29450 kgem”

J % =(360+135+6000  kgem’ = 6495 kgem”

J'.=(—240-360—8000| kgcm”=—8600 kgcm”
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1.6 Arbeit und Energie

* Arbeit eines Kraftepaares: dW=F dr,—F dr,

dri=Ld¢
dr,=|L+ald ¢

AW=Fadd=M d ¢

Op
WAqu)fMd(p

- FUr die Leistung gilt: p:d_W: ﬂ:Moo
dt dt
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1.6 Arbeit und Energie

* Kinetische Energie bel Rotation:

- Kinetische Energie eines Massenelementes: dEK:%vzdm

- Mit vzzwz(x2+y2)f0|gti dEKZ%(DZ(XZ"')’Z)dm

- Integration Uber den Korper ergibt die gesamte kinetische
Energie:
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1.6 Arbeit und Energie

e Arbeitssatz:

- Bel starren Bindungen verrichten die inneren Krafte keine
Arbeit.

- Damit folgt aus dem Arbeitssatz fir Massenpunktsysteme
unmittelbar der Arbeitssatz fur einen starren Korper, der um
eine feste Achse rotiert:

Ey—E =W 4
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1.6 Arbeit und Energie

- Die Differenz zwischen der kinetischen Energie zum Zeit-
punkt B und der kinetischen Energie zum Zeitpunkt A ist
gleich der wahrend dieser Zeit vom resultierenden Moment
der aulReren Krafte verrichteten Arbeit.

- Der Arbeitssatz gilt auch flr Systeme aus starren Korpern.
Dabel ist Gber die kinetischen Energien aller Kérper sowie
Uber die an allen Korpern von den auf3eren Kraften verrich-
teten Arbeiten zu summieren.
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1.6 Arbeit und Energie

* Beispiel: Bremse

< L >
- Die Trommel dreht sich R
zunachst mit der Win- s i
kelgeschwindigkeit w,
um den Punkt A.
J S

- Sie wird durch einen
Bremshebel zum Still-
stand gebracht.

- Gegeben:
e w,,F,JA4a L r
* Reibungskoeffizient u

- Gesucht:

e Anzahl der Umdrehun-
gen bis zum Stillstand
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1.6 Arbeit und Energie

- Relbungskratft:

A
B~
\ J

> M°=0: aN-LF=0

Y
T > N=LF
X a

R:MN:uéF
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1.6 Arbeit und Energie

- Kinetische Energie der Trommel:
: : 1
« Bei Bremsbeginn: E§=§JA(D?>

« Am Ende des Bremsvorgangs: Ez=0

- Arbeit der auf3eren Krafte:

* An der Trommel greift die konstante Reibkraft R an.
e Zugehoriges Bremsmoment. M=rR

 Arbeit des Bremsmoments: W zs=—M ¢ 5

* ¢,,. Wwahrend des Bremsvorgangs uberstrichener Winkel
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1.6 Arbeit und Energie

- Arbeitssatz; Ey—E =W,

1
—5 S =M > Q=

JA(Dg_ JA(n(z)a
2M 2rLuF

- Wahrend einer Umdrehung wird ein Winkel von 2z uberstri-
chen.

- Dabher gilt fur die Anzahl der Umdrehungen bis zum Still-

stand:
. D a5 _ J! (Déa

N as= 2n 4nrLufF
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1.6 Arbeit und Energie

* Energieerhaltungssatz:

- Wenn an einem starren Korper nur konservative Krafte an-
greifen, dann gilt:

E,+E.=E.+E" I

- Der Satz gilt auch fur ein System aus starren Korpern, zwi-
schen denen starre Bindungen vorliegen.

- Dabel ist Uber die kinetischen Energien aller Korper und die
potenziellen Energien aller am System angreifenden kon-
servativen Krafte zu summieren.
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1.6 Arbeit und Energie

10.05.21

* Beispiel:

Auf einer homogenen Scheibe der
Masse m, ist ein dehnstarres Sell

aufgewickelt.

An dem Seil hangt Uber eine mas-
selose Rolle die Masse m;, .

Das System ist anfangs in Ruhe.

Gesucht ist die Geschwindigkeit
der Masse m, in Abhangigkeit vom

zurlckgelegten Weg.
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1.6 Arbeit und Energie

- Zustand A: Ruhelage
7
- Zustand B: Ausgelenkte Lage m

- Arbeilt der auf3eren Krafte:

* Die einzige aul3ere Kraft, die Arbeit
verrichtet, ist die Gewichtskratft.

* Als Bezugspunkt fur die Lageener- .
2

\S}

gie wird die Ruhelage gewabhlt.

- Koordinaten: 1
« Der Weg s der Masse m, und der s I

Winkel ¢ der Masse m, werden ab
der Ruhelage gemessen.
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1.6 Arbeit und Energie

10.05.21

- Energien:
Zustand A Zustand B
E° [Masse 1 EY,=0 E'.=—m,gs
) Masse 1 Ef,=0 Eﬁg:%mls2
’ Scheibe 2 Ey,=0 EfB:%JS ¢’

- Energieerhaltungssatz:

ES+ES=EL+ES

1

O=—(m132+JSd)2)—m1gs

2
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1.6 Arbeit und Energie

- Massentragheitsmoment der Scheibe: JS:%mzrz

- Kinematik:

« Die Anderung der freien Seillange ist gleich der Lange des
abgespulten Seils:

2s=rd - ¢:2§

- EInsetzen in den Energieerhaltungssatz:

2

1

2

21 2
m, S +=m,r

2

S

p —m,gs=0

2m,gs
m+2m,

> (m+2m,)5°=2m,gs = VZSZ\/
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1.7 Massenpunkt und starrer Korper

Eindimensionale Bewegung
des Massenpunkts

Weg s
Geschwindigkeit V=S
Beschleunigung a=v=s
Masse m

Kraft F

Rotierender starrer Korper

Winkel ¢
Winkelgeschwindigkeit w=¢
Winkelbeschleunigung @=¢
Massentragheitsmoment J,

Moment M,

Prof. Dr. Wandinger
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1.7 Massenpunkt und starrer Korper

Eindimensionale Bewegung Rotierender starrer Korper
des Massenpunkts

Impuls p=my Drall L=J
Impulssatz F=mv Drallsatz M.=J. o
Kinetische «x 1 , Kinetische c 1.
Energie E"=3mv" " Energie Er=5J.0
Arbeit dW=Fds  Arbeit dW=M d ¢
Leistung P=Fvy Leistung P=M o
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