03.12.20
3. Systeme von starren Korpern

e Systeme von starren Korpern lassen sich folgendermal3en
berechnen:

Die einzelnen starren Korper werden freigeschnitten.

Fur jeden einzelnen Korper werden die Bewegungsglei-
chungen aufgestellt.

Die kinematischen und physikalischen Bindungsgleichun-
gen werden aufgestellt.

Die Gleichungen werden nach den gesuchten Grof3en auf-
gelost.
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* Beispiel 1. Beschleunigendes Fahrzeug

- Es wird berucksichtigt, dass die Rader eine Masse haben
und sich drehen.
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- Gegeben:
« Das Fahrzeug ist ein starrer KOrper der Masse m, (ohne R&-
der).

« Die Rader sind starre Korper mit der Masse m,, dem Radius r
und dem Massentragheitsmoment J, beztglich dem Schwer-
punkt.

* An jedem der beiden Hinterrader greift ein Antriebsmoment M
an.

- Gesucht:

* Beschleunigung a des Fahrzeugs, wenn vorausgesetzt wird,
dass die Rader rollen
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- Freigeschnittenes System:

X

y
g—>x
¢

A S B
A O
[ i
A B
y y
Ay By
AX BX
H, H,
N N
1 2

Prof. Dr. Wandinger 4. Kinetik des starren Korpers T™M 3 4.3-4



03.12.20
3. Systeme von starren Korpern

- Schwerpunktsatz und Drallsatz fur das Fahrzeug:
Zszmax : Z(AX—BX)ZmFa
D> F,=0: 2(A+B]|-G,=0
> M°=0: 2M+2h(A—B|-2L,A+2L,B =0 (3)

nN —
SN—" N

- Schwerpunktsatz und Drallsatz flr das Hinterrad:

ZFx:max . —A+H,=mpa (4)
D> F =0 : —A,—Gg+N,=0 (5
d M=J® : —M+rH,=Jyi (6)
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- Schwerpunktsatz und Drallsatz fur das Vorderrad:

Zszmax . B, —H,=mza (7)
D> F,=0 : —B,—G+N,=0  (8)
Y MP=J%0 1 —rH,=Jy0 (9)

- Kinematik: Rollbedingung fur die Rader

.
v+or=0 = ooz—?

a

- (D:—? (10)
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- Auflésen nach der Beschleunigung:
(1)+2(4)+2(7) &> 2(H,—H,|=[mz+4mg|a (11)

(6) > rH=M+J,d=M~J, HI:%—JR% (6')
(9) - rH2=—JR(i)=JR% > HQ:JR% (9")
(6)und (9) in(11) - 2%—4%a=(mF+4mR)a
- mF+4mR+4J—§ a=2M 2> a= 2MIr
r mF+4(mR+JR/r2)
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* Wenn das System nach Bericksichtigung der kinemati-
schen Bindungen nur noch einen Freiheitsgrad hat, kann
die Bewegungsgleichung auch aus dem Arbeitssatz ge-
wonnen werden.

* LOosungsweq:

Definition der kinematischen Grol3en

Aufstellen der kinematischen Bindungsgleichungen
Ermittlung der Ausdricke fur die Energien und Arbeiten
Ansetzen des Arbeitssatzes

Auflosen nach der gesuchten Grol3e
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* Beispiel 2. Schragaufzug
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- Gegeben:

e Der Schragaufzug mit der Gesamtmasse m, wird tber eine
Antriebstrommel mit dem Radius r, und dem Massentrag-
heitsmoment J, mit dem konstanten Moment M angetrieben.

* Die Massentragheitsmomente der Laufrader konnen vernach-
lassigt werden.

« Die Umlenkrolle hat den Radius r, und das Massentragheits-
moment J, .

« Das Gegengewicht hat die Masse m, .
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- Gesucht:
* Beschleunigung, mit der sich der Aufzug nach oben bewegt
- LOosungswegq:

e Zunachst wird mit dem Arbeitssatz die wegabhangige Ge-
schwindigkeit des Schragaufzugs ermittelt.

* Daraus kann dann die gesuchte Beschleunigung berechnet
werden.
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- Freiheitsgrade und Nullniveaus:
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- Kinematische Bindungen:
 Die Umlenkrolle rollt auf dem feststehenden unteren Seil:

. Vi
S1:V1:7'2(02 -) (02:]/‘_ V4—V3—2V1 9 S4—2S1
2

S3=V3=2r,0,=2V,

* FUr die Antriebstrommel gilt:
Vg V4

V=33 D 03 =—=2—, =2—

4 3 %3 3 rs rs ¢3 rs

- Energien:
« Zustand A: Ruhelage: s, =0, v, =0
e Zustand B: beliebige ausgelenkte Lage
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Zustand A Zustand B
Aufzug E/,=0 EYy=m,gssin(a)
E°
Gewicht ESL;A:O EfB:_m4gS4
1
Aufzug EfA:O E{{BZE 1V?
1
Umlenkrolle | E;,=0 E;{BZEJZ(Dg
EK
1
Trommel E;,=0 EfB:§J3 ;
Gewicht E; =0 EffB—%mwi
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- Arbeit des Antriebsmoments: W, =M ¢,

- Arbeitssatz: (E’,§+E§)—(Ef+E§)=WfB
E(mlv?+]2(1)§+]3(1)§+m4\/i)+m1gSISin(O() mygS,— Mq)3
- Einsetzen der kinematischen Bindungen ergibt:

Jo I3
m+—+4—+4m,
7’2 ”3

1
2

2M+2m4g—m1g8in(oc) S

v_
1 s
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2rﬂ+2m4g—m1gsin(oc)
3

- Geschwindigkeit:  vi=2 51
m+4m+—+4=

I rs

2 2M+2m4g—m185m<0‘)
. 1 dv; E
- Beschleunigung:  a,=5——= J, J
1 m1+4m4+ §+4 ;

) Fs
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* Beispiel 3: Rollensystem
Rolle 2

- Die Rolle 1 ist von einem Dol » lg
Seil umschlungen, das in T
den Punkten A und B ab-
gespult wird und Gber die -
reibungsfrei gelenkig ge-
lagerte Rolle 2 umgelenkt

!
wird. 1 r sy | i f

- Eine Last der Masse m,

hangt an einem Seil, das
iIm Punkt C von der Rolle Rolle 1
1 abgespult wird. m .  om Last
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- Gegeben: - Gesucht:
* Lastim, =10kg » Beschleunigungen q,
 Rolle 1: m, =20 kg, des Schwerpunkts der

55 = 0,5 kem? Rolle 1 und g, der Last

. Rolle 2: J», =0,1 kgm? * Winkelbeschleunigun-
o gen der Rollen
« Radien: r, = 20 cm, I

r,=5cm, r.=15cm Seilkrafte S,, S, und S,
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- Losungswegq:

« Ermittlung von v, mit

dem Energieerhaltungs-
satz

* Ermittlung der Seilkrafte
mit Schwerpunktsatz
und Drallsatz

- Freiheitsgrade und Null-
niveaus:

* Die Nullniveaus liegen in
der Ruhelage der Rolle
1 bzw. der Last.
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- Kinematik:
e Rolle 2: Va=Vg=W,r,

 Rolle 1:

I ZE(FA+FB)

VIZEW rp 2 W=

VL:Vc:(”H""’c)(Dl
_rutrpt2re 2v

2 FatTg :
P T 2T, * Radius von Rolle 2:
T o+, _1
AT"B r2_§(rA_rB)
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BV TET 2 ratry r,trp

Vq

Vg 2V, _ 2V,
ry T —Tp Ts+7p

W, = —

. : : , ratrpt2r,
* Fdr die Verschiebungen gilt: v,=s, = s,= S
A B

- Energien in der Ruhelage: Ef+ES=0
- Energien in der ausgelenkten Lage:

k_l(,p 2. .5 2 2 2 G __
Ey==ZJy 0+ o +mvitm, v,|, Eg=—m gs,—m;gs;

2
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- Energieerhaltungssatz: Es+E;=E'+E¢

li.p 2. .5 2 2 2
§(J2(’02"']1(U1+m1V1+mLVL)_m1851_ngSL—O

- Einsetzen der kinematischen Beziehungen ergibt:

) 2
1 Fa+rp+2r
|77+ #myem | S Y
2 ra+rg ra+rg
ra+rg+2r.
=|mytm; 854
ro+rp
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- Daraus folgt: rret2r,
2\m+m; gs,
2 ra+rp
1= S, yD
m,+m; + >
ratrg FatT g
- Beschleunigungen:
ratrg+2r,
2 my+m; 8
1 dvl rA+rB
a1=7% - S, 4D
2 ds, ratrg+2re\ 4(J1+J2)
m,+m; + .
Fatrg ratrg)
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FaTrlp FaTrlp

« Zahlenwerte:
a,=0,3933¢=3,858 m/s’, a,=0,8652g=8,487 m/s’

®,=1,=30,86s""
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- Sellkrafte:
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* Drallsatz fur Rolle 2: ra(Ss—S,4]=J5 , (1)
« Schwerpunktsatz fir Rolle 1:  m,g+Sc—S,—Sz=m,a, (2)
e Drallsatz fiir Rolle 1: raS,+rgSe+reSe=Jio, (3)
* Schwerpunktsatz fur Last: m g—Sc=m,a, (4)
- Auflosen: (4) @ Sc=m.(g—a,

J3

(1) » Sz—S,=—w, (1)

)

(2) » _SB_SA:ml(al_g)_SC (2)
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N o o J5
1)+(2) - _2SA:r_z(D2+m1(a1_g)_Sc
1 Iy .
= SAZE Sc"'ml(g_al)_r_z(ﬂz
JP
1) - SB:SA"",_Z(Dz
2

« Zahlenwerte: S.=13,23N, §,=4556N, S,=86,71N

e Gleichung 3 kann zur Probe verwendet werden:

10,2-45,56+0,05-86,71+0,15-13,23|Nm=15,43 Nm
0,5kgm’-30,86s °=15,43Nm
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* Beispiel 4: Linearisierung

- Die Trager AB, BC und CD
sind in den Punkten B und
C reibungsfrei gelenkig mit-
einander verbunden.

- Die Trager AB und CD wer-
den in den Punkten A bzw.
D durch Festlager gehalten.

%

- Inden Lagern A und D sind
Torsionsfedern mit der Fe- c,
derkonstanten c, ange- g

schlossen.

Iz
C

a
D
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- Gegeben: * Die Federn sind in der
gezeichneten Ausgangs-

* Abmessung a lage entspannt.

Federkonstante c,

* In der Ausgangslage hat

| der Trager AB die Win-

« Trager AB: J';= 3 ma’ kelgeschwindigkeit
Wpp=Wy .
« Trager BC: - Gesucht:
Mmue=2m, Jo.= L2 * Bewegung des Systems
3 fur kleine Auslenkungen
1, aus der gezeichneten
» Trager CD: Jop= Fma Ausgangslage:

(DAB<¢AB>’ (DAB((I)AB)
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- Kinematik:
* In der Ausgangslage gilt: Ve
A f B BC
V=W, 3A=Wg-a Yoo % ~
> Wpc=Wyp B

Ve=Wpcd—Wpd
2 Wep=Wpc=Wyp

2 3

Vg 3 (DBCCZ——2 Wy pd

Prof. Dr. Wandinger 4. Kinetik des starren Korpers ™™ 3 4.3-30



03.12.20
3. Systeme von starren Korpern

* In der ausgelenkten Lage

muss gelten:
acos(¢,,)+V2acos(,.)
+asin(¢p,)=2a (1)

acgs((l)CD)+\/§Cl sin((bBC)
—asin(¢,,)=2a (2)

* FUr kleine Auslenkungen
gilt:
Gap=AP,p, Pep=Adg,
q)BC:%-l-Aq)BC

AGup, Appe, Adp <<l
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* Fir kleine Winkelanderungen qilt:

COS((‘)AB):COS(A(‘)AB)NI’ Sin<¢AB>:Sin(A¢AB>NA¢AB

COS(Q’CD):COS(A(‘)CD)NI’ Sin<¢CD):Sin(A¢CD)NAq}CD

sin(¢BC)=sin(%+A¢Bc NSin(%)'FCOS(%)Aq)BC
:g(lmq)m)

cos (e )=cos (%"'Aq)BC

=22 (1= Ay

NCOS(%)—Sin(%)AQ)BC
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« Damit folgt:
(1) = 1+(1_A¢BC)+A¢CD:2 > APp=Adp
(2) = 1+(1+A¢Bc)_A¢AB:2 > APpc=Ad p
* Alsogilt: Agpe=Adxp=Ad
* FUr die Winkelgeschwindigkeiten folgt:

Wag=AQup, OWpc=APpc, OPp=APp 2 Wp=WH=W,p

Fur kleine Auslenkungen kdnnen die kinematischen Bezie-
hungen mit dem Momentanpol der Ausgangslage bestimmt
werden. Die Bewegung des Momentanpols darf vernachlas-
sigt werden.
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- Energien:

* Ausgangslage:
1
2
1

2
E; =0

A2 s 2 2 D 2
(JAB(UABl"'JBC(DBCl"'mBCVS1+JCD(UCD1

I 1 I 1
§+§+2'§+§ maz(x)é:maz(x)é

Ef=

* Ausgelenkte Lage:
Efz ma’ 001243

1
Eg:E(CTq)iB"'CT(béD):CTq)iB

Prof. Dr. Wandinger 4. Kinetik des starren Korpers

T™ 3 4.3-34



3. Systeme von starren Korpern

03.12.20

Energieerhaltungssatz: E,+E,=E;+E;

2 2 2 2 2 > 2 Cr
ma WuptcrPp=ma w, = (DAB_(DO_mazq)AB

2
Winkelgeschwindigkeit: (DAB:i\/oo%— CTq)f;B
mda
. _ d 2
Winkelbeschleunigung: (bAB:l Wap __ Cr 4%;3
2doss ma

Das System schwingt mit der Kreisfrequenz Q=+/c,/(ma’)

um die Ausgangslage.
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* Beispiel 5: Rollensystem

- Die Last E hangt an einem r,J
’ c’c /C
dehnstarren Seil, das von der /—\3

Rolle A abgespult und uber die Necd
Rollen B und C umgelenkt wird. " s
- Die Last D ist Uber ein dehnstar- . V o
res Seil mit der Rolle B verbun- B
den. pe
- Die Rollen A und C sind rei- lg - B
bungsfrei gelenkig gelagert. 5 g
m
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- Gegeben:
* Rolle A: Radius r,, Massentragheitsmoment J,
« Rolle B: Masse m,, Radius r,, Massentragheitsmoment J,
« Rolle C: Radius r., Massentragheitsmoment J.
e Last D: Masse m,,
e Last E: Masse m,
- Gesucht:

 alle Beschleunigungen und Winkelbeschleunigungen
* Krafte in den Seilen AB, BC und CE
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- Kinematik:

— w, wW_
VD—VB —\ VE '—\
VISVptWelpg=W,7, @ @

VetW,r >
A
VE
E
Vp=—Vp+tWyzry (2) v,
2
E
VE=Wplp—Vp—=WcrFc
5 .= 5 Vs (3) 5 Freiheitsgrade
< r'c 3 kinematische
Bindungen
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- Unter Berlcksichtigung der kinematischen Bindungen blei-
ben zwei kinematische Variablen tbrig. Das System kann
daher nicht mit dem Arbeitssatz berechnet werden.

- Drallsatz fir Rolle A:

. — 4
J oD =748 45 (4) @

- Schwerpunktsatz fur Rolle B
mit Masse D: S

(mB+mD)vB Pun
:(mB-l_mD)g_SAB_SBC (5)

SAB SBC
] @
- Drallsatz fur Rolle B: ¢

]Bd)B:rB(SBC_SAB) (6)
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Drallsatz flur Rolle C:

— 4
]C(i)C:rC(SCE_SBC) (7) S S

Schwerpunktsatz fur Last E:

Mg Vp=mgpg—3Scp (8) T Sce
Mit den Gleichungen (4), (6) und (7) lassen
sich die Seilkrafte eliminieren. i E

Einsetzen in die Gleichungen (5) und (8) er-
gibt dann zwei Gleichungen zur Bestimmung
von v, und my .
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J
(4) - SAB:’,._A(DA
A
J J
(6) - SBC:_B(DB'l'_Ad)A
Ip Fa
Je . Jp. T,
> = Co L, +-4
(7) Sce .y W+ ry Wpt r, W4
e . Jo. Jp .
A B
e J J J
Kraftein (8) = muv,=mpg———®.——bhz——20,
Fe Fp Fa
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- Einsetzen der kinematischen Beziehungen (1) bis (3) ergibt:

. J 4 J ,
(5') = (mB+mD)vB (mB+mD)g 2_(VB+erB) BrB(DB
Fa Ip
J J. J
> | mprmp+2 |V | 25+ |ry@p=(mytmyg (9)
F A Fa I’B
. . Lo Je, .. Jg .
(8') - mE(_VB-l-rB(DB)_mEg__z(rB(DB_VB)__zrB(DB
re r's
J L
— 5 (rp @yt
Fa
J. J J, Jg J¢
-> —(mE— ;+ 2C Vet m+ 2A+ 2+ rowz,=m_.g (10)
Fa T¢ Fa TIp ”c
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- Die Gleichungen (9) und (10) konnen nach vz und w, aufge-
|0st werden.

- Die Ubrigen Beschleunigungen folgen dann aus den kine-
matischen Beziehungen (1) bis (3).

- Die Sellkrafte konnen aus den Gleichungen (4') bis (7') be-
rechnet werden.

- Die Zahlenwerte fur die Massen, die Massentragheitsmo-
mente und die Radien mussen so vorgegeben werden,
dass alle Seilkrafte positiv sind.
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* Anmerkung:

- Wenn wie in diesem Fall der Arbeitssatz nicht verwendet
werden kann, weil das System nach Berlcksichtigung der
kinematischen Bindungen noch mehr als einen Freiheits-
grad hat, bietet der Lagrange-Formalismus eine elegante
Maoglichkeit, die Bewegungsgleichungen aufzustellen, ohne
dass die einzelnen Korper des Systems freigeschnitten
werden mussen.
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