11.12.20
2. Freie Schwingungen

* Die einfachsten schwingungsfahigen Systeme sind linea-
re Systeme:

- Die Ruckstellkrafte sind proportional zur Auslenkung.
- Die Dampfungskrafte sind proportional zur Geschwindigkeit.
* Bel linearen Systemen gilt das Superpositionsprinzip:

- Jede Uberlagerung von Schwingungen ist ebenfalls eine
Schwingung.

* Bel kleinen Auslenkungen aus einer Gleichgewichtslage
verhalten sich die meisten Systeme linear.
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2. Freie Schwingungen

2.1 Einleitung
2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

2.3 Frele gedampfte Schwingungen
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11.12.20

2.1 Einleitung

e Grundmodell:

- Das Grundmodell eines ein-
fachen linearen schwin- Feder Masse
gungsfahigen Systems be- 2
steht aus einer Masse, einer
Feder und einem Dampfer:

* Masse m
. Federsteifigkeit ¢ ) ()

C
|
I
%< Z
 Dampferkonstante d
Dampfer

d
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11.12.20

2.1 Einleitung

* Bewegungsgleichung:
- Schwerpunktsatz:
ZFx:max . —F—Fp,=mx
- Mit Fp.=cx, Fp=dx

- Einheiten:
.  Dampfungskonstante d.
* Federsteifigkeit c:
N kg N _ kg
m > m/s s
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11.12.20

2.1 Einleitung

e Schwingungsgleichung:

- Division der Bewegungs- - Schwingungsgleichung:
gleichung durch die Mas-

se m ergibt: i+20 540" =0 |

..d . c
x+—i+—x=0
m m

- Abklingkonstante: 6=2i
m

: _|c
- Kreisfreguenz: W=y P
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

* Bel freilen ungedampften Schwingungen wird die Damp-
fung vernachlassigt.

* LOosung der Schwingungsgleichung:

- Wenn die Dampfung vernachlassigt wird, lautet die Schwin-
gungsgleichung:

F+m x=0
- Die L6sung ist eine harmonische Schwingung:

x(t)=x,cos(wt+¢)
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Amplitude x, und Phase ¢ werden aus den Anfangsbedin-
gungen bestimmt:

2
Vo

[0}

xozx(O)zxacos(q))
vo=x(0)=—wx,sin(¢)

-> tan((]))z— (DV;O, xa=\/x3+

- Beispiele:

xo#0, vo=0 : x,=x,, tan(¢)=0 > ¢=0
Vo

W

x,=0, vy#0 I x, =

a

, cot(¢p)=0 = (p:%
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11.12.20
2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

* Eigenkreisfrequenz und Eigenfrequenz:

- Die Kreisfrequenz der freien ungedampften Schwingung
wird als Eigenkreisfrequenz des Systems bezeichnet. Die
zugehorige Frequenz heildt Eigenfrequenz.

- Bel frelen ungedampften Schwingungen interessiert in der
Regel nur die Eigenfrequenz.

- Die Eigenfrequenz der freien ungedampften Schwingung ist
ein wichtiger Parameter zur Charakterisierung des Verhal-
tens des Systems bei erzwungenen Schwingungen.

- Die Eigenfrequenz kann unmittelbar aus der Schwingungs-
gleichung abgelesen werden.

Prof. Dr. Wandinger 5. Schwingungen T™M 3 5.2-8



11.12.20
2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

* Vorgehen zur Ermittlung der Eigenkreisfrequenz:

- Aufstellen der kinematischen Bindungen

- Aufstellen der Bewegungsgleichung:

e Schwerpunktsatz
* Drallsatz
* Energieerhaltungssatz
- Umformung der Bewegungsgleichung in die Schwingungs-
gleichung
- Ablesen der Beziehung fur die Eigenkreisfrequenz aus der
Schwingungsgleichung
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

* Beispiel: Kragbalken mit
Punktmasse

- Am freien Ende eines
masselosen Kragbalkens
befindet sich eine Punkt-

Mmasse.
- Gegeben: - Gesucht:
* Lange L * Eigenkreisfrequenz w
- Biegestelifigkeit EI, und Eigenfrequenz f der
. Masse m frelen ungedampften
Schwingung
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Krafte an der freigeschnit- - Schwerpunktsatz:
tenen Masse:
Y F.=mw :

- Schwingungsgleichung:
- FUr die Ruckstellkraft F

gilt (vgl. TM 2): . 3EI,
w+ s w=0
3ET mL
F= [E =W
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Aus der Schwingungs- - Das System schwingt mit
gleichung kann abgele- der Frequenz
sen werden:

1 /3EI
— 3Ely f:2 3y
v mL’ TYmL

und der Periode

Prof. Dr. Wandinger 5. Schwingungen ™™ 3 5.2-12



11.12.20

2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

* Beispiel: Rollschwinger

- EIne zylindrische Walze

mit Masse m und Mas-
sentragheitsmoment Js
bezlglich des Schwer-
punkts wird durch eine
Feder mit der Federstel-
figkeit ¢ gehalten.

Die Walze rollt auf einer
horizontalen Ebene.

Gesucht ist die Eigenfre-
guenz der freien Schwin-

gung.
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Freigeschnittene Walze: - Drallsatz bezuglich
Schwerpunkt S:
. Y MP=16 1 —rH=J%)
’lﬁ; - Schwerpunktsatz:
Zszm a,
—Fy,—H=mx
n| H > H=—cx—mX
=crd+mr
- Federkraft: FF:CX. - Bewegungsgleichung:
- Rollbedingung: O=x-trd) (J5+mr2)d')+cr2q>:0

> x=—r¢, x=—r¢
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

2

- Schwingungsgleichung:  $+———5¢=0

J +mr

\/ C7"2 C
- Eigenkreisfrequenz: W= :\/

’ . I +mr’ m+J° 11’

- Eigenfrequenz: f= ! \/ ¢

20\ m+J°1r’
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

e Beispiel: Ersatzmodell fr die Spannvorrichtung fur das
Zugsell einer Seilbahn

c

ANNNNNN

@)
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Die Elastizitat des Zugseils wird durch eine Feder mit der
Federsteifigkeit ¢ abgebildet.

- Die Umlenkvorrichtung des Zugseils wird als Wagen der
Masse m, mit masselosen Radern abgebildet. Die Rader rol-

len auf den Schienen.

- Die Masse m, zum Spannen hangt an einem masselosen

dehnstarren Seil, das durch eine reibungsfrei gelenkig gela-
gerte Rolle (Massentragheitsmoment J, Radius r) umge-
lenkt wird.

- Gesucht ist die Frequenz der freilen Schwingung.
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Die Aufgabe kann mit dem Energieerhaltungssatz gelost
werden.

- Freiheitsgrade und Nullniveaus:

- AN
@ Q) Q) :
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Kinematische Bindungen: s,=s;=s, r¢=5§ 2 ¢=—
- Energien:
e Zustand A: Feder entspannt, s=s5,=0, §=v,

e Zustand B: beliebige ausgelenkte Lage

* Lageenergie: EY=0, Ey=—m,gs,=—m,gs

 Federenergie: E’=0, E’;:%csgzécsz
* Kinetische Energie: EfZ%(mlv%+J(vo/r)2+m3v§)
E§=%(m1$2+J(S/r)2+m3S2)
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Energieerhaltungssatz: EX+ES+EL=EX+ES+E"

. \2 2
2 § 2 I > 1 2 Vo 2
PAKER +J - +m; S —mlgs+§cs =5 m,vy+J - +m, v,
J\.2 2 J\ 2
mi+my+— | =2mygs—cs +\m+msz+—|v,
r r
2
5 o, 2m,gS—cCS
2 S =y,+

2
m+ms+J/r
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Beschleunigung:

_1ds_ mg—cs ) c m, g

D= = ;> > 5+ 5 8S= 5
2.ds  m+m+Jlr m+ms+J/r m+ms+J/r

- Die Gleichung unterscheidet sich dadurch von der Schwin-
gungsgleichung, dass die rechte Seite nicht null ist.

- Statische Gleichgewichtslage:

CSg _ m.; g

§=0 - > = 5
my+ms+JIr° m+my+J/r c

Prof. Dr. Wandinger 5. Schwingungen ™™ 3 5.2-21



11.12.20
2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Die gesamte Verschiebung setzt sich zusammen aus der
statischen Verschiebung s, und der Verschiebung s. relativ

zur statischen Verschiebung:

S=s¢ts,, S=§,

- F0r die Relativbeschleunigung folgt:

. _--_mlg_mlg_csr_ —CS,
§,—=8= > 2
m+my+J/r m+ms+J/[r
) c
> 5+ s.=0

r

2
m+ms+J/r
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2.2 Frele ungedampfte Schwingungen

- Das System schwingt mit der Frequenz

= 1\/ C
208\ m+ma+JIr’

um die statische Gleichgewichtslage.
- Mit c=m,gls, qilt auch:

f= 1 \/ n, \/?
270\ m+ma+Jr VSs
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

* Beirealen Systemen werden die Schwingungsausschlage
mit der Zeit kleiner, und die Schwingung kommt zum Still-
stand.

e Ursache daflr sind Energieverluste durch Reibungs- und
Dampfungskrafte:

- Lagerreibung

- Luftwiderstand

- Innere Reibung des Werkstoffs
- Schallabstrahlung
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

 Dampfungskrafte:

- Dampfungskrafte sind stets der Bewegungsrichtung entge-
gengesetzt.

- Die genaue Beschreibung aller dampfenden Einfllsse ist
sehr aufwandig.

- Das einfachste Dampfungsmodell ist das Modell einer ge-
schwindigkeitsproportionalen Dampfungskratft:

Fpo=dv=dx
- Bel einer geschwindigkeitsproportionalen Dampfung lautet
die Schwingungsgleichung:

¥+28k+m x=0
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11.12.20
2.3 Frele gedampfte Schwingungen

* Abklingkonstante:
- Die Abklingkonstante ist definiert durch: 6:%

kg _1

- Sie hat die Einheit: —
s-kg s

* LOosung der Schwingungsgleichung:

- EInsetzen des Losungsansatzes

x(t)=Ae", x(t)=hAe"'=hx(r), i(t)=0"Ae™ =N x(1)

ergibt: (A*+28h+0’)x(7)=0
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Damit nichttriviale LOsungen existieren, muss die charakte-
ristische Gleichung erfllt sein:

A +20h+w =0 I

- Die charakteristische Gleichung hat die beiden Losungen
hip=—0+Vd—0'=—8+wVd /' —1 .
- Mit dem Lehrschen D&mpfungsmal3 D = d/w qilt:

}\41/2:_61(1) V D2_1

- Das Lehrsche Dampfungsmall wird auch als Dampfungs-
verhéltnis bezeichnet.
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11.12.20
2.3 Frele gedampfte Schwingungen

 Dampfungsfalle:

Die Losungen der charakteristischen Gleichung hangen
vom Wert des Lehrschen Dampfungsmalies ab.

Starke Dampfung:

« D> 1: Es gibt zwel reelle Losungen.
Kritische Dampfung:

« D=1:Es gibt eine reelle Losung.
Schwache Dampfung:

 D<1: Es gibt zwei komplexe Losungen.
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11.12.20
2.3 Frele gedampfte Schwingungen

» Starke Dampfung:

- Es gibt zwel reelle Losungen:
Mp=—0%u Mmit u=wVD’—1=Vd"—w’<d

- Die Schwingungsgleichung hat die allgemeine Losung:
x(t)=A "+ A e =e A e + Ay e

- Die Losung klingt exponentiell ab.
- Fur die Geschwindigkeit folgt:

i(t)=h A+ N, AL e
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11.12.20
2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Die Konstanten A, und A, werden durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt:

x(0)=x, > A, + A
x(o):"o > MA + MA,

11l
< =
o o

_szo—vo_(6+u)xo+vo

9 Al_ kZ_kl B 2“
A= VO_)\'IXO__ (6_M)XO+V0
S Sy 2u
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen
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11.12.20
2.3 Frele gedampfte Schwingungen

* Kritische Dampfung:

Es gibt nur eine reelle LOsung: \,=A,=—9
Die allgemeine L6sung ist: x(1)=[A+Ayt)e™

Die Konstanten A, und A, werden durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt.

Dieser Fall wird auch als aperiodischer Grenzfall bezeich-
net.
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

X(t)

t

- Der Ausschlag geht schneller gegen null als bel starker
Dampfung.

- Technische Anwendung findet kritische Dampfung z. B. bei
der Auslegung von Messgeraten.,
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

11.12.20

* Schwache Dampfung:

- Es gibt zwel komplexe Losungen:
A,=—0%iw, Mt w,=nvV1l-D’

- Die allgemeine LOosung lautet:

3 Mt b - i
x(t)=A,e""+A, e =e t(Alem"t+Aze ””‘”)

- Die Konstanten A, und A, sind komplex:

A,=a,+ib,, A,=a,+ib,
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Mit den Eulerschen Formeln

e'"=cos(x)+isin(x), e “=cos(x)—isin(x)

folgt: x(¢)=e _6t[(a1+ib )[cos(w t)+isin(w,t),
+(a,+ib )(cos(mdt)—isin(oodt))]
=e¢ *|(a,+a,)cos(w,t)—(b,—b,)sin(w,¢)

((b +b2)cos(mdt)+(a1—a2)sin((x)dt))]

- Damit die Losung reell ist, muss gelten:

—_— — (5 - _ S
a,—d,— by=—b,=——+"
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11.12.20
2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Damit lautet die allgemeine reelle Losung:

x(t):e_ét

Cccos((x)dt)+CSsin((udt))

- Fur die Geschwindigkeit folgt:

i(t)=—8e ™ Cccos(oodt)+CSsin((ndt))
+e ' owy|—C sin(w,t)+Ccos(m,t),
=¢ "'|(w,C,—8C )cos(w,t)—(w,C +8C,)sin(w,1)

- Anfangsbedingungen:
x(O)Zxo > C,.=x,

Vo+0 X,

2(0)=vy 2 v=0,C,—3C, > C=—"f
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Ergebnis:

Vot+0 X,
Wy

-0t

x(t)=e | x,cos(w, 1)+

sin(mdt)]

- Wie im ungedampften Fall lasst sich die Losung auch in der

Form
x(t)=Ce ™ cos|w,t+¢)
schreiben. .
- Dabel gllt C=\/x§+ VOZSXO , taIl(q)):_VE)D:i:o
VatO X _
xo=Ccos(¢), Owd O=—_Csin(¢)
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

11.12.20

X0 Tq
§ - w,T,=2xn
Z 0
>
_XD L
t
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Die Schwingung klingt - Bel vielen praktischen
exponentiell ab. Anwendungen gilt:

- Die Frequenz f, der ge- D<5% |
dampften Schwingung ist - FurD=35 % qilt
kleiner als die Frequenz f f .
der ungedampften T:M—O,OS =0,9987,
Schwingung: '

d. h. die Abweichung von
fa o, > der Frequenz der unge-
f = =VI=D dampften Schwingung

betragt etwa 0,1 %.

Prof. Dr. Wandinger 5. Schwingungen ™™ 3 5.2-39



11.12.20
2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Logarithmisches Dekrement:

* Fir das Verhaltnis von zwei Ausschlagen im Abstand einer
Periode T, gilt:

x(t) Ce *'cos(w,t+0)
x(t+T,) Ce_a(HTd)cos(md(t+Td)+q))

0T,

* Das logarithmische Dekrement ist definiert durch

_ 2T _ D
=0 Td—6m—d—2ﬂ 1_D2

e Fidr sehr schwache Dampfung (D < 10 %) gilt die Naherung:

V1—=D*~1 » A~2nD
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

* Beispiel: Einachsiger - Das Berechnungsmodell
Anhanger des Anhangers besteht

aus einem starren Korper
mit Masse m und Mas-

Ly—r sentragheitsmoment Js
L beziiglich des Schwer-
Lsi m, J° punktS.
v ts - Das Fahrwerk wird durch
A h . .
r eine Feder und einen
7 d % c Dampfer beschrieben.
- Gegeben:
e m,JS, c
o L;, Ly, Ly, hs
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2.3 Frele gedampfte Schwingungen

- Gesucht: - Massentragheitsmoment

. Frequenz f der unge- bezlglich Punkt A:
dampften Schwingung ]A_JS_l_m(Lz_l_hz)
o S S

* Wert der Dampferkon-
stanten d, damit eine An-

fangsauslenkung ¢, - e X
nach zwei vollen - L
Schwingungen auf ¢,/50
. « L m JS
abklingt. S+ LS :
- Die Auslenkungen kon- " h
nen als klein angenom- viw ;
men werden. A F YVF
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

Drallsatz: > M*=J"¢ : ~L,F,—L,F,=J"}

- Bel kleinen Auslenkungen gilt fur die Krafte:
Fr=cL.¢, F,=dLp¢

- Damit lautet die Bewegungsgleichung:
Jd+d L dp+c Lop=0

- Fur die Schwingungsgleichung folgt:

dL; . cL:

JAD (I)+ JA

b+ ¢=0
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Aus der Schwingungsgleichung kann abgelesen werden:

»_cLy o 1 |cLp 26_dL12)
7 275 2\ g4 T A

- Ausschlag nach zwei vollen Schwingungen:

¢(27T,)=Ce **"“cos[2w, T +p|=Ce *"“cos|4m+|

T, B0

- Es muss also gelten:  ¢**"*=50 » 287 ,=In(50)
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2.2 Frele gedampfte Schwingungen

- Mit - Mit 6 = wD folgt:
2D 2
=A= dL
0T, =A 1—D> 20 D=28= JAD
folgt: A
o 5 dzsz?]
T =1n(50) D
1-D :
- EInsetzen von
167°D*=In*(50)(1- D" w=LyelJ"
ergibt:
[167°+1n*(50)| D*=1n’(50) ’ .
d=0,5944 L+ c J"
> D=0,2972 L
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