1. Eindimensionale Bewegung

 Die Gesamtheit aller Orte, die ein Massenpunkt wahrend
seiner Bewegung einnimmt, wird als Bahnkurve oder
Bahn bezeichnet.

* Bel einer eindimensionalen Bewegung ist die Bahn vor-
gegeben:

- Schienenfahrzeuge
- Schlitten von Werkzeugmaschinen
- Magnetschwebebahn
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1.1 Grundbegriffe

e Ort:

- Bel vorgegebener Bahn ist
die Lage eines Punktes durch
die Angabe der von einem
festen Punkt P aus gemes-

senen Bogenlange s eindeu-
tig festgeleqt.

Bahn

- Die Bogenlange s ist die
Ortskoordinate des Punktes.

- Die Orientierung der Bahn
legt das Vorzeichen der Orts-
koordinate fest.
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1.1 Grundbegriffe

 Bewegung:

- Zum Zeitpunkt ¢ befindet sich
der Massenpunkt am Ort P(t)
mit der Ortskoordinate s(t ).

- Der Bewegungsablauf ist voll-
standig beschrieben, wenn die
Ortskoordinate s in Abhangig-
keit von der Zeit t bekannt ist.
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1.1 Grundbegriffe

« Bahngeschwindigkeit:

- Der Differenzenquotient

S<ti+l)_s(ti> As;
Vm: p—
[0, Ati

Ist ein Mal3 fur die Schnelligkeit der Bewegung zwischen
den Punkten P(t) und P(t ).

- Er wird als mittlere Bahngeschwindigkeit zwischen den
Punkten P(f) und P(f ) bezeichnet.
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1.1 Grundbegriffe

- Je kleiner der Abstand der Zeiten ¢ und t gewahlt wird, de-

sto genauer gibt die mittlere Geschwindigkeit die Schnellig-
keit der Bewegung am Ort P(f) an.

- Der Grenzwert

definiert die Bahngeschwindigkeit im Punkt P(t ).

- Die Bahngeschwindigkelt ist die Ableitung der Ortskoordina-
te s nach der Zeit.
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1.1 Grundbegriffe

- EInhelten:

* Die Einheit der Bahngeschwindigkeit ist Langeneinheit pro
Zeiteinheit.

e Gangige Einheiten sind m/s und km/h:

1km:1000m: 1 m’ 1ﬁ=3,6k—m
h 3600s 3,6 s Ry h

- Vorzeichen:

* Ein positiver Wert der Bahngeschwindigkeit gibt an, dass sich
der Massenpunkt in Richtung zunehmender Ortskoordinate,
d.h. entsprechend der Orientierung der Bahn beweqgt.

* Ein negativer Wert der Bahngeschwindigkeit gibt an, dass
sich der Massenpunkt entgegen der Orientierung der Bahn
bewedgt.
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1.1 Grundbegriffe

« Bahnbeschleunigung:

- Die Bahnbeschleunigung ist ein MaR fir die Anderung der
Bahngeschwindigkeit.

- Der Differenzenquotient
v(t;)—vl(t) Av,
a,, — —
to L, At,

1+ l

wird als mittlere Bahnbeschleunigung zwischen den Punk-
ten P(t) und P(t ) bezeichnet.
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1.1 Grundbegriffe

- Der Grenzwert

Av.
a(t)= lim —i=4

= t)=vit.)=5(t.
i1t Atl dt< l) ( l) ( l)

definiert die Bahnbeschleunigung im Punkt P(t ).

- Die Bahnbeschleunigung ist die erste Ableitung der Bahn-
geschwindigkeit nach der Zeit oder die zweite Ableitung der
Ortskoordinate nach der Zeit.
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1.1 Grundbegriffe

- EInhelten:

* Die Einheit der Bahnbeschleunigung ist Lange pro Zeit zum
Quadrat.

« Gangige Einheiten sind m/s* und g (Erdbeschleunigung):

12=9,81mls’

- Vorzeichen:

« Haben Bahngeschwindigkeit und Bahnbeschleunigung das
gleiche Vorzeichen, so nimmt der Betrag der Bahngeschwin-
digkeit zu. Die Bewegung wird beschleunigt.

 Haben Bahngeschwindigkeit und Bahnbeschleunigung ent-
gegengesetzte Vorzeichen, so nimmt der Betrag der Bahnge-
schwindigkeit ab. Die Bewegung wird verzogert.
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1.1 Grundbegriffe

s{t}

s(t)

didt| ||

v(t)

vit)

< <
(t)

- % s, : a/dt —»

t

a(t)
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1.2 Gleichféormige Bewegung

* Bel einer gleichférmigen Bewegung ist die Bahnge-
schwindigkeit konstant: v (z)=v,=const.

dv

« Dann gilt flr die Bahnbeschleunigung: a:d_:o
t
» Ortskoordinate:
- Aus der Definition der Geschwindigkeit, v:%

folgt durch Trennung der Veranderlichen: ds=v(z)dt
- Die Ortskoordinate ergibt sich durch Integration:

fds fv )dT= vofd‘r VO(t—t)
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1.2 Gleichféormige Bewegung

- Ergebnis: Ort-Zeit-Gesetz

s(t)—sO:vo(t—to) —> s(t)zso—l—vo(t—to)

- s, Ist die Ortskoordinate zum Zeitpunkt ¢ (Anfangsbedin-
gung).

Vi S A

s(t) 4/

% v (t-t)
v

~Y
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1.2 Gleichféormige Bewegung

» Beispiel:
- Fahrzeug A befindet sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort P, mit der

Ortskoordinate s, und fahrt mit der konstanten Bahnge-
schwindigkeit v,.

- Fahrzeug B befindet sich zum Zeitpunkt t am Ort P_mit der
Ortskoordinate s, und fahrt mit der konstanten Bahnge-
schwindigkeit v..

- Wo treffen sich die beiden Fahrzeuge?
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1.2 Gleichféormige Bewegung

- Ort-Zeit-Diagramm:

S A
s -
.
Spo —
|
Seo
>
t, L, t
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1.2 Gleichféormige Bewegung

- Ort-Zeit-Gesetze:

* Fahrzeug A: SA(f)ZSAo+VA(f—fA)
« Fahrzeug B: SB(I)ZSBO+VB(f—fB)
- Bedingung fur Treffen: Saltr)=sg(ty)=s;

- Bestimmung vont
SAO+VA(tT_tA):SBO_l_vB(tT_tB)
SAO_SBO_VAtA+VBtB:(VB_VA)tT

Sa0 " Spo— ValatVplp
- l‘T:

Vp—™Va
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1.2 Gleichféormige Bewegung

. Bestimmung von s_aus Ort-Zeit-Gesetz fur Fahrzeug A:

Sa0 " Spo— ValsaTVplp

ST=Sa0T Va4 —1I,
V=™ Va
Va
—SAO—|-—(SAO—SBO—VAtA+vBtB—vBtA—|-VAtA)
Vp=™Va
1

(SAOVB_SAOVA+SAOVA_SBOVA+VAVB(tB_tA))
V= Va

. SAOVB_SBOVA_l_VAVB(tB_tA)

V™ V4

 Aus dem Ort-Zeit-Gesetz fur Fahrzeug B folgt das gleiche Er-
gebnis (Ubung).
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

e Bel einer gleichmalfig beschleunigten Bewegung ist die
Bahnbeschleunigung konstant:

a(t)=a,=const.
- Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t =t
- Ortis(t) =s,

- Geschwindigkeit: v(t ) = v,
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

« Bahngeschwindigkeit:

d
- Aus der Definition der Bahnbeschleunigung, azj;
folgt durch Trennung der Veranderlichen: dv=a(t)dt

- Integration von { bis t ergibt
fdv fa )dT= aofd'r ao(t—t)

- Ergebnis: Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz

v(t)—vozao(t—to) > v(t)zvo—l—ao(t—to)
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

e QOrtskoordinate:

- Integration von ds=v(t)dr ergibt:

s(1) t t t t

So Iy Iy Ly Iy

— s(t)—sozvo(t—to)—l——

- Ergebnis: Ort-Zeit-Gesetz

s(t)=soFvolt =1+
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

a )
S A
a /
0
- - a (t-t)/2
t
VA <
- v (t-t)
a (t-t) s, D
Vv
0 >
t t t
| 0
t t t
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

 Bahngeschwindigkeit als Funktion des Orts:
y—V
- Aus dem Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz folgt: ¢—¢,= &
a
- Einsetzen in das Ort-Zeit-Gesetz fuhrt auf ’

2

S—S80=V + = Vot
a, 2\ a, a, 2
2 2
VTV, VvtV VY
a, 2 2a,
) 2 . 2
2a0(s—so)—v -V, — v(s)—\/v0+2a0(s—so)
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

» Beispiel: Senkrechter Wurf

- Aufgabenstellung: Ein Korper wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 von
der Erdoberflache mit einer Anfangsgeschwindigkeit v nach
oben geworfen.

- Gesucht:

e Geschwindigkeit-Zeit-Verlauf
e Ort-Zeit-Verlauf

o Steigzeit T

e SteighGhe H
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

- Wahl des Koordinatensystem:

* Die Ortskoordinate s beginnt am Erdboden und ist nach oben
positiv.

- Die Zeit wird ab Abwurf des Korpers gemessen, d.h. t = 0.

- Anfangsbedingungen:
« 5(0)=s =0

S A

o V(O) = V0 7

- Die Beschleunigung ist gleich der Erdbeschleunigung. Sie
wirkt entgegen der positiven Ortskoordinate:

a(t)=a,=—g
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

- Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz: v(t)=v,—gt

. 1
- Ort-Zeit-Gesetz: S(t)zvot—zgt
- Geschwindigkeit-Ort-Gesetz: v(s):\/v(z)—ng
- Steigzeit:

* Bel Erreichen des hochsten Punktes ist die Geschwindigkeit
null:

y
0=v(T)=v,—gT — T=—
8
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

- Steighohe:

2

y
O:V<H>:\/V§—2gH — H=2—0
g

- Zahlenwerte:

« Erdbeschleunigung: g = 9,81m/s’
- Anfangsgeschwindigkeit: v = 10m/s

- Daraus: /
10
« Steigzeit: r=——2>=" S2:1,019s
9.81mls
. 1 10°m’°/s”
« Steigho6he: H= =5,097m
2 9.81m/s”
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1.3 Gleichmaldig beschleunigte Bewegung

w(t) s(t)

v(t) [m/s]
s(t) [m]

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
t [s] t [s]
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

* Vorgegeben:
- Allgemeine zeitabhangige Beschleunigung a(t)
- Anfangsbedingungen: v(t) = v , s() =S,

« Bahngeschwindigkeuit:

- Integration von dv=a(t)dt fuhrt auf die Geschwindigkeit:
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

dv:adw

/
Vo
——adt
>
< t

~Y
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

e QOrtskoordinate:

- Integration von ds=v(t)dt
fUhrt auf den Ort:

)
—

=~
~—

~

+—vdt

~Y

i s S

— - t

dt

Prof. Dr. Wandinger 1. Kinematik des Massenpunkts Dynamik 1.1-30



1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

» Beispiel:
- Ein Fahrzeug hat zum Zeitpunkt ¢ = Os die Geschwindigkeit
v, = 50km/h.

- Vom Zeitpunkt ¢ bis zum Zeitpunkt { = 7s erfahrt es die Be-
schleunigung

a(t)=a,sin| 1

- Zum Zeitpunkt ¢ erreicht es die Geschwindigkeit
v, = 100km/h.
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

- Gesucht ist das Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz und das Ort-
Zeit-Gesetz wahrend der Beschleunigung, der Wert der
Konstanten a sowie der wahrend der Beschleunigung zu-

ruckgelegte Weg s .

- Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz:

; 1=t
v(t)=v1+fa()sm T dt=v,+a,|— cos |
‘ I,—I, Tt L= | =,
[,—1 S
=v,+a, > |1—cos|m :
T [,—1
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

- Ort-Zeit-Gesetz:

t
s(t):sl—l—vl(t—tl)—l—ao lf 1—cos —h dT
t tz_t1
TR T 1Y DR S T o
=s,+v,[1—1,|+a, - | ——sin ntz—tl =
a L=t . [—1t,
=5+, [t =1, |+— - t,—1,|[t—1,]—a, — | sin nl‘z—h)
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

- Wert der Konstanten a

t,—1 t,—1 t,—1
v,=v(t,)=v,+a,——|1—cos| T ——||=v,+2a,——
TT tz—tl TT
(v, = v
— a,=
2(t,~1,]
- Zuruckgelegter Weg s :
dg 2 Vo=V,
512:s(tz)—slzvl(tz—t1)+F(t2—t1) =v,[t,—1, ]+ > 1,—1,)

Z%(vl-l—vz)(tz—tl)
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

- Zahlenwerte:
« Geschwindigkeiten:

v,=50km/h=13,89mls, v,=100km/h=27,78mls
« Konstante a:

1w 27,78 mls—13,89m/ s
2 7s

a, =3,117mls’

- Zuruckgelegter Weg s

1
51225(13,89m/s—|—27,78m/s)-7s=145,8m
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

- Diagramme:

A(t) em—

a(t) [m/s?]
o =2 N OWw A

100
=
T 80 |
X,
= B0+
=
40 -
0 1 2 3 4 5 6 7

t[s]
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1.4 Allgemeine beschleunigte Bewegung

150

s(t)

100

s(t) [m]

50
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1.1 — 1.4 Zusammenfassung

Allgemein: s(t):so+fv(r)dT

s(1) ) 1 2
a=a,=const. s(t)zso—l—vo(t—to)-l—zao(t—to)

a=0: S<[):So+vo(t_to)

Allgemein: v(t):vo—|—ja(T)dT v(t)=5(t)
v(t) .
a=a,=Const. . v(t):v0+a0(t—to)

a=0:

v(t)=v,=const.
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

* Vorgegeben:
- Ortsabhangige Geschwindigkeit v(s)
- Anfangsbedingung: s(to) =S,
 Bahnbeschleunigung:
- Nach der Kettenregel qgilt:

dv_dv dS_dVv R a(S>_V(S)ﬂ(S)_li(V2(S>)
dt ds dr ds B ds "' 2 ds

a=
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

e Zeit als Funktion des Orts:

- Aus der Definition der Geschwindigkeit, %:v(s)
. : ds
folgt durch Trennung der Veranderlichen: ( >:dt
74
s A5 t(s)
- Integration von t bis t ergibt: fv(g):f di=t(s)—1,

- Ergebnis: S ds
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

» Beispiel:
- Geschwindigkeit: v(s)=+v2a,s

- Beschleunigung: a(s)=v—=+2a,s =a
gung (s) 0 m 0

oder einfacher:  v*(s)=2a,s — af(s)

. s B [ 2 — 5=+
_ Zeit far t =0: t(s):f ds _ a,s :\/Zaos: /ﬁ
a

- Ortskoordinate: "'=— — s(t)==a,t
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

» Beispiel:

- Die Fahrt eines Motorrades wird durch das folgende v-s-
Diagramm beschrieben:

vV, = 3m/s S, = Om
v, v, =15m/s s, =60m
t =0s s =120m
0] 2
VO
> S
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

- Gesucht:
e a-s-Diagramm
- Zeiten t und t, bei denen das Motorrad die Wege s und s, zu-
rickgelegt hat
- Wegabschnitt 1: 0 <s<s

* Funktionsgleichung flr die Geschwindigkeit:

Vi—™Vy : Vi™Vy
s=vytks mit k=
S S

V=Vt

* Beschleunigung:

dv

a(s)zv(s)g

(S)Z(vo+ks)-k=kv0+kzs
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

e Zahlenwerte:

Vi—Vy 15mls—3mls 1

k= =0,2 —
S, 60m s

1\’ m 1
0,2—) 5=0,6 5+0,04=-5
S

1
a(s)=02—3mls+
s

) )
e Zelit:
¢ ds 1 S
tl:“([ v0—|—ks: ;ln(v0+ks) O:E[ln(Vo*‘kﬁ)_ano]
1 v.+ks 1 ks
— t,=—In|— “|l==In[1+—
k v, k v,
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

e Zahlenwert:

1
1 0,2;'60171
f=——In|1+———" =55-In(140,2-20)=8,05

0,2 —
S

- Wegabschnitt 2: s <s<s

- Die Geschwindigkeit ist konstant: v(s) = v,

d

« Beschleunigung: a<s>:v1d_
\)

v|=0
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1.5 Ortsabhangige Geschwindigkeit

o Zelt P dS 1 2P 1
t,=t,+| —=t,+— | ds=t,+—|s,—
21 Sflvl I v1£ §—=1 Vl(sz 51)
120 m—60
. Zahlenwert: 1,=8,055+——— " =805s+45=12,055
15mls
- a-s-Diagramm: a [m/s?]
A
3
0,6
> s[m]
60 120
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1.6 Ortsabhangige Beschleunigung

* Vorgegeben:
- Ortsabhangige Beschleunigung a(s)
- Anfangsbedingungen: v(t) = v , s() =S,

« Bahngeschwindigkeuit:

- Aus a(s)zvﬂ
ds

folgt durch Trennung der Veranderlichen: a(s)ds=vdv
- Integration von s_bis s ergibt:

S

v(s) i
f a(s)ds= f Vdvza(v2(s)_v(2))
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1.6 Ortsabhangige Beschleunigung

- Ergebnis:

e Zeit als Funktion des Orts:

- Die Zeit wird wie in Abschnitt 1.5 aus der ortsabhangigen
Geschwindigkeit berechnet:

ds
v(s)

t(s)=t0+j
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1.6 Ortsabhangige Beschleunigung

» Beispiel:

- Wird eine an einer Feder aufgehangte Masse aus ihrer
Gleichgewichtslage ausgelenkt, so tritt eine zur Auslenkung

proportionale Beschleunigung auf, die entgegen der Aus-
lenkung gerichtet ist:
2

a(s)=—w’s
- Anfangsbedingungen:
« 1=0,s()=s,v(t)=0
- Gesucht:

« Geschwindigkeit-Ort-Diagramm
« Ort-Zeit-Diagramm
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1.6 Ortsabhangige Beschleunigung

- Geschwindigkeit als Funktion des Orts:

Zi\/Z}(—wzs)dS:iw\/Z

e Das Geschwindigkeit-Ort-Diagramm wird als Phasenkurve
bezeichnet.

- Ort als Funktion der Zeilt:

_2 8

—S

2

2

2
=Tw\Vs,—s

So

 Integration: (o _ } . 1 5 s=s
[ arcsin
o So V _S w SO §=s,
1 . S T
=+ —|arcsin ——
w So| 2

Prof. Dr. Wandinger 1. Kinematik des Massenpunkts Dynamik 1.1-50



1.6 Ortsabhangige Beschleunigung

« Aufldsen nach s(f):

s(t)

s(t)

— sin :cos(wt)z

TT X
E + it =arcsin

T
—+wt
2

 Ergebnis:  s(t)=s,cos|wt|, v(t)=5(t)=—ws,sin|w?

- Untersuchung der Phasenkurve:

2 2 2 2
22 2 V. 2 2 v 22 v \)
V=W (§g—S | 7 —5=8,—8 — —S5TtS§ =85, = +

=1

2 2 2
« 68 (wso) So

- Das ist eine Ellipse mit den Halbachsen s und ws,.
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1.6 Ortsabhangige Beschleunigung

S A
So | | |
| | |
t=3r/(2w
| |
| |
| i t =1t/
VA ‘
|
|

N —
\./

/2 TT 311/2 271
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1.7 Geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung

* Vorgegeben:
- Geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung a(v)

- Anfangsbedingungen: v(t) = v , s() =S,

« Zeit als Funktion der Geschwindigkeit:
dv

- Aus a(v):E folgt durch Trennung der Veranderlichen:
Jr— dv
a(v)
) ¢ dv
- Integration von { bis t ergibt: f dt:t(v)—tO:f

a(v)

Vo
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1.7 Geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung

- Ergebnis: v

* Ort als Funktion der Geschwindigkeuit:

d .
- Aus a=v=- folgt durch Trennung der Veranderlichen:

ds
Jo= vdy
a(V) s(v) %
- Integration von v bis v ergibt: | ds=s(v)—s,= |

So Vo

vdv

a(v)

- Ergebnis: v

Prof. Dr. Wandinger 1. Kinematik des Massenpunkts Dynamik 1.1-54



1.7 Geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung

» Beispiel:

- EIn Korper, der in einer zahen Flussigkeit fallt, wird durch
die Erdbeschleunigung beschleunigt und durch eine ge-
schwindigkeitsproportionale Verzogerung gebremst.

- Gesucht: Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz und Ort-Zeit-Gesetz,
wenn der Kdrper aus der Ruhe fallen gelassen wird.

- Wahl des Koordinatensystems:

* Die Ortskoordinate s beginnt am Ausgangspunkt des Korpers
und ist nach unten positiv.

- Die Zeit wird ab Loslassen des Korpers gemessen, d.h. t = 0.
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1.7 Geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung

- Anfangsbedingungen:
« 5(0)=5=0
G
- V(0)=v =0 i
- Beschleunigung: a(v)=g—kv

- Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz:

v(t) v(t)

{ k In|g—kv| 0 Z—%[ln(g—kv(t))—lng}
— —kt=In g—kv(t) —1n 1—kv(t)
8 8
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1.7 Geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung

8
« Ergebnis: V(f)zg(l—e_kt):VE(l_e_kt)

 FUrt - oo strebt die Geschwindigkeit asymptotisch gegen die
Endfallgeschwindigkeit

8 VE |

v(t)
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1.7 Geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung

- Ort-Zeit-Gesetz:
 Integration des Geschwindigkeit-Zeit-Gesetzes:

t
S(t>:fV<T)dT:VEf(1_e_kT dT=v, T—I-le_kT
0 0 =0
:VEZL+%(€ kt—l)

s(t)
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