5. Kritische Drehzahl
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5. Kritische Drehzahl

— Der starre Korper mit der Masse m dreht sich mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit 2 um die ortsfeste z-
Achse.

- Der Korper ist elastisch gelagert, wobei die Steifigkeit der
Lagerung in allen Richtungen in der xy-Ebene den gleichen
Wert hat.

- Der Schwerpunkt des Korpers hat den Abstand e von der
Drehachse.

- Gesucht ist die Auslenkung u des starren Korpers im sta-
tischen Gleichgewichit.
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5. Kritische Drehzahl

* Statisches Gleichgewicht:

- Das statische Gleichgewicht wird in einem mitrotierenden
Koordinatensystem O¢nd untersucht, dessen {-Achse mit
der ortsfesten z-Achse Ubereinstimmt.

- Das Koordinatensystem wird so gewahlt, dass der Schwer-
punkt auf der {-Achse liegt.

- Der Ursprung des mitrotierenden Koordinatensystems liegt
auf der Drehachse.

Prof. Dr. Wandinger 6. Schwingungen Dynamik 2 6.5-3



5. Kritische Drehzahl

- Gleichgewicht in der « Zentrifugalkraft:
ausgelenkten Lage: Fo=mQlu+e

* Federkraft;
Fr.=cu

* Gleichgewicht:
~F +F,=0
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5. Kritische Drehzahl

- Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt fir die statische

Auslenkung:
2
—cu+mQ’|lu+e|=0 - u= m{2 82
c—m{
QIQ,)
- Mit Qi:ﬁ gilt: = | —
m e 1-(Q2/Q,
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5. Kritische Drehzahl
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5. Kritische Drehzahl
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5. Kritische Drehzahl

* Kritische Drehzahl:

- Die Drehzahl

Q)

Cc

C:2n

n

wird als kritische Drehzahl bezeichnet.

- Die kritische Winkelgeschwindigkeit 2_stimmt mit der
Eigenkreisfrequenz des elastisch gelagerten starren Kor-

pers Uberein.
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5. Kritische Drehzahl

— Unterkritischer Bereich:

 Die Drehzahl ist kleiner als die kritische Drehzahl.
* Die statische Auslenkung ist positiv.

* Die statische Auslenkung nimmt mit zunehmender Drehzahl
Zu.

- Kritische Drehzahl:

* Wenn die Drehzahl mit der kritischen Drehzahl Uiberein-
stimmt, wird die statische Auslenkung unendlich grol3.

* Ein Betrieb mit der kritischen Drehzahl fihrt zur Zerstérung
des Bautells.

Prof. Dr. Wandinger 6. Schwingungen Dynamik 2 6.5-9



5. Kritische Drehzahl

- Uberkritischer Bereich:

* Die Drehzahl ist grol3er als die kritische Drehzahl.

* Die statische Auslenkung ist negativ.

* Die statische Auslenkung nimmt mit zunehmender Drehzahl

ab.
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5. Kritische Drehzahl

* Selbstzentrierung:

- Fur sehr grol3e Drehzahlen gilt:

2

oy (Q/QC
lim —= Ilim
QO —>x € 0O — oo 1_(‘(2/‘(26‘

=—1

5=

- Die statische Verschiebung stellt sich so ein, dass der
Schwerpunkt auf der Drehachse liegt.

- Dieser Effekt wird als Selbstzentrierung bezeichnet.
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5. Kritische Drehzahl

— Bautelle, bei denen sich eine statische Unwucht nicht
vermeiden lasst, werden weich gelagert und Uberkritisch
betrieben.

- Beim Ein- und Ausschalten muss der kritische Bereich
schnell durchfahren werden.

- Beispiel: Waschmaschine
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5. Kritische Drehzahl

* Biegewellen:

- Eine starre Scheibe sitzt auf einer elastischen Welle, die um
die z-Achse rotiert.

El El

| N

]
L/2

S

Prof. Dr. Wandinger 6. Schwingungen Dynamik 2 6.5-13



5. Kritische Drehzahl

- Anstelle der Lagersteifigkeit ist die Biegesteifigkeit fUr die

Auslenkung der Welle an der Stelle, an der sich die Scheibe
befindet, zu nehmen.

- FUr eine beidseitig gelenkig gelagerte Welle, bel der sich
die Scheibe in der Mitte befindet, gilt z.B.

c=48%

- Die kritische Drehzahl bei Biegewellen wird als biegekri-
tische Drehzahl bezeichnet.
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5. Kritische Drehzahl

- Uberkritisch laufende Wellen wurden zuerst von Gustav de

Laval im Jahre 1883 experimentell untersucht.

- Der theoretische Nachweis flir die Stabilitat wurde von

Foppl (1895) und Stodola (1904) erbrachit.
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5. Kritische Drehzahl

* Stabilitat:

Zur Untersuchung der Stabilitat wird die Bewegungsglel-
chung im mitrotierenden Bezugssystem verwendet.

Es muss untersucht werden, wie das System auf eine
kleine Storung der statischen Ruhelage reagiert.

Im mitrotierenden Bezugssystem lautet die Bewegungsglei-

chung:
9 ma,=F+F .+ F,

Fur die Relativbeschleunigung gilt:  a,=iub,+Vvb,
Die einzige aul3ere Kraft ist die Federkraft:
F=—club:+vb,|
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5. Kritische Drehzahl

- Wenn das Bauteil mit einer konstanten Winkelgeschwindig-
keit rotiert, stimmt die FUhrungskraft mit der Zentrifugalkraft

liberein: F ,=—mwXx|wXr|

- Far die Winkelgeschwindigkeit gilt:  w=Qb,
- Fir den Ortsvektor des Schwerpunkts gilt:
rsz(eJru)b}§+vb,7
- Damit berechnet sich die Zentrifugalkraft zu
F ,=—mQ’b X |bX|(e+u)b;+Vvb,||
=—mQ’ b, X||e+u|b,—v b
zmﬂz[(eJru)ngrvbn]
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5. Kritische Drehzahl

= Fur die Corioliskraft gilt:
F.=—2mwX"vg=—2mQb X|ib.+Vb,|=—2mQ|ih,—V b,
- Damit lautet die Bewegungsgleichung:

mi = —(c—sz)u + 2mQv + mQ’e
mv = —(c—sz)v — 2mQu

- In der statischen Ruhelage gilt: u=u,=const. und v=0

- FUr den gestoérten Zustand gilt:

u(t)=ug+Au(t) und v(t)=Av(t)
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5. Kritische Drehzahl

- Mit (c—sz)uszm_Qze folgt:

mAiL — 2mQAv + lc—m@PAu =0
mAv + 2mQAu + (c—sz)Av =0
- Losungsansatz: Au(t)=Uexp(iwt), Av(t)=Vexp(iwt)
- Eingesetzt:
[c—m(w2+Q2)]U — 2imQwV =
2imQwU + [c—m(werQz)]V =
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5. Kritische Drehzahl

- Mit ¢/m=0Q folgt:

0
0

-0  —2iQw 'U]
2iQw = QP—w?||V

- Dieses homogene Gleichungssystem hat nur dann von Null
verschiedene Losungen, wenn die Determinante Null ist:

Q—-0—-w  -2iQw
21 Qw Q-0 —w’

- Daraus folgt die charakteristische Gleichung

=0

(@)~ w?| 422 w?=0
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5. Kritische Drehzahl

- Die charakteristische Gleichung lasst sich umformen zu
(@@’ =420’
- Die ersten beiden Lésungen berechnen sich aus

Q-Q-w’=20w - &’ +2Qw—{Q’~Q’|=0

Zu w,,=—0+VQP+ P —P=—0+0Q
- Die verbleibenden beiden Lésungen berechnen sich aus

Q—Q—w’'=—20w — wz—Z.Qw—(.Qi—Qz):O

U W, =0+ P+ QP—0*=0+0,
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5. Kritische Drehzahl

- Fur Q # QC existieren immer vier verschiedene reelle LO-

sungen.

- Damit bleibt die Stérung beschrankt. Das System ist stabil.

- Fur 2 =0 _gibt es keine statische Gleichgewichtslage. Die

Bewegungsgleichungen vereinfachen zu

= 20V + Qe
o= 20

- Integration der zweiten Gleichung ergibt:

v==2Q0.u+C,
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5. Kritische Drehzahl

- Einsetzen in die erste Gleichung fuhrt auf
i1=20Q [-2Qu+C |+ Qle - 1+4Qu=20Q.C +Qe

- Diese Gleichung hat die Lésung
20Q C,+Q%e
40

C

u(t)=Usin(20Q.t)+ U, cos(20Q, 1)+

- Daraus folgt:

| 20 .C,+Qe
v(t)=U,cos(2Q.t)—U, sin(20Q t)— 0 t+C,
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5. Kritische Drehzahl

- Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt
-20,.C,—Qe+Qe=0 - C,=0
- Aus v(0)=0 folgt: C,=-U,
- Damit lautet die Losung:
u(t)zUssin(2Q61)+Uccos(2£2€t)+i

v(t)zUS(cos(ZQCt)—l)—chin(ZQct)—gﬁ t

Cc

- Die Verschiebung v(t) nimmt unbeschrankt zu.
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