Starrkorperdynamik Losungsblatt 1.1

Aufgabe 1:

Fur eine Drehung um die ortsfeste z-Achse lautet der Drehtensor

R.($)=cos(p)I+|1—cos(d)|e, e, +sin(d)e, .

Die Ableitung nach der Zeit berechnet sich zu

Rzzci){—sin(c]))I+sin(c|>)ezez+cos(c|>)2z} .

Damit folgt fur den Tensor der Winkelgeschwindigkeit:

Q=R_R!
=d)[sin(c]))(ezez—I)+cos(¢)Z3z]
:cb[—sin(cl))cos(cb)(I—ezez)z—sin(cb)(I—ezez)(ezez)

+sin’ (P ) I—e.e )ez+cosz(c|>)éz(l—ezez)+cos(cb)éz(ezez)

((b)(I_ezez)+ezez_Sin(¢)éz

—cos(d)sin (¢ )ez
Wegen (e e [=e. e, gilt
(I-e.e[=1-2e.e+|ee|=I—ee,
und

[I—e.e|(e.e,)=e.e.—e.e,=0 .

Mit & (e e )=(e.e.)é.=0 und &’=e. e .—1 folgt:

4

chi)[—sin(cb)cos (I eez) (sm )+ cos’( dD))E

2 Z

+sin(¢)cos ()1 — ezez) =de,
Damit gilt auch:
w=de,
Aufgabe 2:
Ortsvektor von Punkt C im Koordinatensystem
BEng - ¢
"Bc:LBC(Cos(q)z)bg_sm(q)z)bg)
Winkelgeschwindigkeiten:
w,=—w, b, , w,=w,b,
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a) Relativgeschwindigkeit und Relativbeschleunigung des Punktes C:

Die Relativgeschwindigkeit des Punktes C berechnet sich zu

=, Lo (—Sil’l((])z)bg—cos((])z) bC) _

:—szBC(Sil’l((bz) bg-i-COS((i)z)b‘g)

Dasselbe Ergebnis erhalt man auch aus

B

da sich der Punkt C fur einen mit dem System Bénd mit bewegten Beobachter
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w. auf einer Kreisbahn um den
Punkt B bewegt.

Die Komponenten der Relativgeschwindigkeit im System Bén( sind also
Bvcg:_szBcSin<¢2): Bch:_szBcCOS((bz) .

FuUr die angegebenen Zahlenwerte folgt:
W, Lp-=0,2-1,8m/s=0,36m/s

Y ee=—0,36m/5-5in30°==0,1800m/s

"Vee=-0,36m/s-c0s30°==03118m/s

Die Relativbeschleunigung berechnet sich zu
5d Py
BaC: ” C:—wéLBC(cos(q)z)bg—sin(¢2)bc):—w§rgc :

Fur einen mit dem System Bén{ mit bewegten Beobachter ist die Beschleuni-
gung des Punktes C gleich der Zentripetalbeschleunigung.

Die Komponenten der Relativbeschleunigung im System Bénd sind also
Bacgz—ngBCcoscbz, BacczoogLBcsincb2
FUr die angegebenen Zahlenwerte folgt:
WL ,=0,2"1,8m/s>=0,0720m/s’
%a0¢=—0,072m/s-cos 30 °==0,06235m/s"
%a..=0,072m/s*sin 30°=0,03600m/s’

b) Absolutgeschwindigkeit und Absolutbeschleunigung des Punktes C:

Die Absolutgeschwindigkeit des Punktes C berechnet sich aus
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B
Ve=Vpt W XFpet+ Vo .

Die Geschwindigkeit v; ist die Geschwindigkeit des Punktes B infolge der Ro-
tation um den Punkt A, d.h.

V=W, Xr, .

Damit folgt
Vo=, X[r gt rpe|+ Ve

Mit rz=L,;be ergibt sich
vcz—mlbnx[(LABJrLBccos(q)z))bg—LBCsin(q)z)b,;}

—w, Lyc (Sin((bz)bg"‘cos(cbz)bg)
:[(01 LAB+(wl_w2)LBCCOS(d)2)}bI; +((’01 _wz)LBc Sin(¢2)b§

FUr die angegebenen Zahlenwerte folgt:
vee=0,15""-0,25"]-1,8 m-sin (30 °)==0,09000 m/ s
Vee=0,15"2m+(0,1—-02)s " 1,8 m-cos(30°)=0,04412m/s

Die Absolutbeschleunigung des Punktes C berechnet sich aus
acza3+w1><(u)1><rgc)+3ac+2wl><BvC .

Die Beschleunigung as ist die Zentripetalbeschleunigung des Punktes B infol-
ge der Rotation um den Punkt A, d.h.

a3=w1><(u)1><r3) .
Damit folgt
ac=w, X |0, X1 +7 pe||+Pac+20,x v
Mit ve—"ve=w,X[rz+rz| (s.0.)folgt weiter
aczwlx(vC—BvC)+2u)1><BvC+BaC=u)1><(vC+BvC)+BaC
FUr die angegebenen Zahlenwerte gilt:
ac=—0,15"b,X|[—0,09000—0,1800]m/ s be+(0,04412—0,3118)m/s-b|
—0,06235m/s”-bg+0,03600m/s> b,
=(—0,1-0,2700+0,03600 | m /s b, +(0,1-0,2677—0,06235|m/s*- by
=—0,03558 m/s”-b.+0,009000 m/s™ b,
Die Komponenten der Absolutbeschleunigung sind also:
ace==0,03558m/s’> , ac=0,009000m/s’
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Aufgabe 3:

Bewegung beziglich des bewegten Koordinatensystems Bénd:

Im bewegten System bewegen sich die Fahrgaste C und D auf einer Kreis-
bahn mit Radius r um den Punkt B. Sie bewegen sich mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit ws.

Ortsvektoren im System Bénc:

"4
rege=—rby , rp=rb, ]
Ortsvektor des Punktes B im ortsfesten ﬂ_\
System Axyz: . r
rB:LAB(_COS(0()b§+Sil’l((X)bn) @: 5 | e
<

Winkelgeschwindigkeiten im System c

Bénc:

(DAZ(L)AbC , (DBZ(DBbc

Geschwindigkeiten im System Bénd:

B
=—w,rb,

BvD=(oB><rBD=u)Brb§><bn
=—w,r b
Beschleunigungen im System Bénd:
BacszXBvcz—wér bcxbnz(oér by

B B 2 2

Bewegung des Punktes B:

Punkt B, der Ursprung des bewegten Systems Bénd, bewegt sich mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit wa auf einer Kreisbahn mit Radius Las um
den Punkt A. Damit gilt:

vB=u)A><rB=wALABbZX(—cos((x)b§+sin((x)bn)
=—w, L (cos(a) b, +sin (o) by

aBzu)AXv3=—w2ALABb§><(cos((x)bn+sin(o<)bg)
=szLAB(cos(O()bg—sin(u)bn)
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Absolutgeschwindigkeiten:

vcsz—I—u)AXrBC-I—BvC
=—w, L ,lsin(a) bg+cos(o) b, |—w 7 b X b—w,rb,
=—ooALABsin(u)bg—{wALABcos(0()+(wA+wB)r}bn

B
Vp=VptwW, Xrgp+ vy

—w, L plsin(«) b +cos(x) b, |+ w7 b X b, —w,7 by

[wA Bsm(()()—I—(u)A+(1)B)r]b§—(JL)ALABCOS(O()bn

Absolutbeschleunigungen:

aC=aB+u)A><(u)A><rBC)+BaC+2wA><BvC
=w? L 45(cos(x) bg—sin (o) b, |— w7 b X[ b X by |+ w1 be—2 w  wyr b X b,
:((ozALABcos((x)—i-wér)bE—wiLABsin((x)bn—(wir+2mAmBr b.Xb,

:[szLABcos((x)+(wA+mB)2r}bg—(oi L zsin(o) b,

aD=aB+u)A><(u)A><rBD)+BaD—|—2u)A><BvD
=w’ LAB(cos(cx)bg—sin((x)bn)—l—ooirbc><(b§><bn)—oof;rbn—2ovooBrb,;><b§
=w’ LABcos((x)bg—(ooiLABsin(O()—I—coér)bn—(sz+2(oA(oB rbeXby

=w’ LABcos(u)bg—[wiLABsin(0()+(ooA+ooB)2r}bn

Zahlenwerte:

Vee=—1-7,5m/s-sin(30°)==3,750m/s
~(7,5m/ls-cos(30°)+3-4mls|=—18,495m/s
ve=\vie+ v =18,871mls
—(7,5mls-sin(30°)+12m/s|=—15,750m/ s
Vp,=—7,5mls-cos(30°)=—6,495m/s
V= v2D§+vi,n:17,037 mls
ace=1%7,5mls’-cos(30°)+3%4m/s’=42,495m/s*=4,33 g
ac,=—17,5mls*sin(30°)=—3,750m/s=—0,38 g
a.=42,660mis’=4,35g
ape=7,5mls*-cos(30°)=6,495m/s*=0,66 g
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ay,=—7,5mlssin (30 °)+36 m/s’|=—39,750m/s’=—4,05 g
a,=4027Tmis’=4,11g

Aufgabe 4:
Die Winkelgeschwindigkeit der Erde betragt

oo=7sz7,27~10*5s*1 .

Im erdfesten Bénd -System lautet der Geschwindigkeitsvektor
v=v|—sin(¢)b,+cos(d)b,|

und der Vektor der Winkelgeschwindigkeit
w=wbh, .
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Damit folgt fur die Coriolisbeschleunigung
a,=2wXv=2wvb.X|—sin(d)b,+cos(Pp)b|=2wvsin(d) b,

Zahlenwert:

a,=2-7,27-10"s "1 m/s-sin(p)=14,54-10"m/ s’ -sin (p)=1,48-10"" g-sin ()

Die Coriolisbeschleunigung hat inr Maximum an den Polen. Das Maximum
betragt 1,48-10%g.

Aufgabe 5:

Fir die Ortsvektoren gilt:
rag=L,sbe
rpe=Lpc|cos(180°—PB) by —sin (180°—B) b |
=—Lc|cos(B) bg+sin(B) b, |

Die Vektoren der Winkelgeschwindigkeiten
lauten

w,=w,b, und wz=w,b, .

Fur den Geschwindigkeitsvektor v des Bag-
gers gilt:

v=v|cos(a)bg—sin ()b,|
FUr einen mit dem System Bénd mitbewegten Beobachter bewegt sich der
Punkt C mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit wg auf einer Kreisbahn
um den Punkt B. Fur diesen Beobachter hat der Punkt C daher die Ge-

schwindigkeit

Pye=wpXF ge=—wy Lyc|cos(B)byXbg+sin(B)b,X by

=w, L yc|cos(B)be—sin(B) by

Die Relativbeschleunigung ist gleich der Zentripetalbeschleunigung, d.h.

Bac=w3><BvC=w§LBC(cos(B)bnxbc—sin(B)bnxbg)

= w3 Ly|cos(B) be+sin(B)be|

Punkt B bewegt sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit wa um Punkt
A, der sich selbst mit der konstanten Geschwindigkeit v bewegt. Daher gilt

Vp=v+w, Xr z=v|cos(a) by —sin (o) be|+w L, zb, X b
=vcos(o()bg—(vsin(()()—HJQALAB)bc '

Die Beschleunigung von Punkt B ist gleich der Zentripetalbeschleunigung,
d.h.
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A= X0, XF 5= w5 L by X|byX be|=—w’ L by X be=—w’ L 15 by .
Damit berechnet sich die Absolutgeschwindigkeit von Punkt C zu
vC=vB+u)A><rBC+BvC
=vcos(o) bg—|vsin(x)+w, L ;| b,
—wALBCan(cos(B)b§+sin([3)b,;)+u)BLBC(cos(B)b,;—sin(B)bE)
=vcos((>()b§—(vsin(0()—|—00ALAB)bc
+{w, 4wy Lyecos(B) by—w,+wy| Lyesin(B) b
:(vcos(u)—(u)A+wB)LBcsinB)bg
+((wA+ooB)LBCcos(B)—vsin(O()—wALAB)b,;
Fur die Absolutbeschleunigung von Punkt C folgt
aC=a3+wA><(u)AXrBC)+BaC+2u)A><BvC
=—w’ L/,Bb,é—wi1 LBCan(an(cos(B)bg—l—sin(B)bc))
+w§LBC(cos(B)b§+sin(l3)b,;)
+2w b, X W, L, |cos(B) b —sin(B) byl
=—UoiLABbg—ooiLBcan(—cos(B)bc+sin(B)b§)
+ w3 Ly |cos(B)bg+sin(B) by
+2w ,wg Lye|cos (B) be+sin(B)by|
:(—miLAB+(;L)ZALBC(:OS(B)+u)f3LBccos(B)—I—Z(DA(L)BLBCCOS(B))bE
+(ooiLBCsinB+w§LBCSin(B)+2wA(oBLBCsin(B))b,;
Zahlenwerte:
W+ wp| Lye=[0,08+0,15]5""-2m=0,46m/s
Vee=0,5m/s-cos (40 °)—0,46 m/s-sin(100 °)==0,07000 m/ s
vcc=0,46m/s-cos(100°)—0,5m/s-sin(40°)—O,08s_1-3m
=—0,6413m/s
|+ W} L, =[0,08"+0,15% s >2m=0,0578m/ s’

ace=—0,08"s"3m+0,0578m/s’-cos(100°)+2-0,08-0,15s *2 m-cos (100 °)
=—0,03757mls’

ac.=0,0578 m/s-sin(100°)+2-0,08-0,15 s >-2m-sin(100°)
=0,1042m/s’
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