Starrkorperdynamik Losungsblatt 2.1

Aufgabe 1:

a) Drehtensor:

FUr den exakten Drehtensor gilt:
cos(0)cos(y) sin(¢)sin(0)cos(yp)—cos(d)sin(y) cos(d)sin(0)cos(y)+sin(d)sin(y)
[R|y=|cos(0)sin(y) sin(d)sin(0)sin(y)+cos(d)cos(w) cos(d)sin(0)sin(y)—sin(d)cos(p)
—sin(0) sin(d)cos(0) cos(¢)cos(0)
Fur die gegebenen Winkel berechnet sich die Matrix zu

0,9960 —0,01440 0,08770
[R|,=| 0,01739  0,9993 —0,03337
—0,08716 0,03477  0,9956

Die linearisierte Naherungsformel lautet

B 1 —y¢p ©
[R }0: VU 1 —¢|,
-0 ¢ 1

wobei die Winkel im Bogenmal} eingegeben werden mussen. FUr die gege-
benen Winkel ergibt sich

1 —0,01745 0,08727
[RY,=| 0,01745 1 —0,03490
—0,08727  0,03490 1

b) Koordinaten:

Die Koordinaten berechnen sich aus

[rBP}OZ[R}O{rBP]B bzw. [”fzp}o:{RL]o{”BP]B

ZU
0,9960  —0,01440 0,08770 |1 1,128
Faplp=| 0,01739  0,9993  —0,03337||3 |m=|2,949 |m
—0,08716  0,03477  0,9956 |[2|  [2,008
bzw.
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1 —001745 008727 [[1] [1,122
Fhplo=| 0,01745 1 —0,03490||3|m=|2,948 |m .
—0,08727  0,03490 1 |l2]  |2.017

Aufgabe 2:

a) Beziehungen fur die Vertikalverschiebungen:

Fur den Verschiebungsvektor eines der vier Punkte gilt
up=ug+R rsp—rspzus+(R—I)rsp, P=4,B,C,D .
Dabei ist ug die Verschiebung des Schwerpunkts.

Da die Winkel als klein vorausgesetzt werden, kann der linearisierte Drehten-
sor R* verwendet werden:

Up Ug 0 —y 0 |%
vp T vs(Hlw 0 —din,
Wp Wg —0 CI) 0 Cp

Fur die Vertikalverschiebungen folgt
wp=wg—0%,t+én,, P=4,B,C,D |,

wenn Verschiebungen in Richtung der positiven z-Achse positiv sind.

b) Verschiebungen infolge der Gewichtskraft:

Am frei geschnittenen starren Korper greifen die vier Federkrafte und die Ge-
wichtskraft an. Da die Winkel klein sind, kann das Gleichgewicht am nicht
ausgelenkten System betrachtet werden.

Gleichgewicht:
Y F.=0 :

A,+B,+C,+D,—-mg=0
> My,=0 :
n,A.+nzB.+n.C.+n,D_ =0
> My,=0:
_EAAZ_EBBZ_ECCZ_EDDZZO
Federgesetze:

A.=-c WA=C(9§A—<|>T]A—WS) usw.

Einsetzen der Federgesetze in die Gleichgewichtsbedingungen liefert drei
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Gleichungen fur die drei unbekannten GroRen wg , 6 und ¢ :

D F =0 : c{9(EA+§B+‘§C+‘§D)—¢(nA+nB+nC+nD)—4wS]:mg

Z M(S)x:O : C[G(EA nA+§BnBJrEcnchgDnD)_¢(ni+n123+nzc+ni))

—(nA+nB+nc+nD)Ws}=0

> Mg, =0 1 —c|0[€]+E,+ELHE |~ b[E 0, +E,n,+ENAE,)

—[€,+E,+EHE | W]|=0
Mit

E tEHEtERp="2m | nnztnetny=1m

E My +tEsns+Eenc+Epnp,=—0,5 m’ )

EHEHEAHE,=10m" , niHnitni+n,=12,5m" und

mg:1500kg-9,81m/s2203073575m
c 200-10° N /m
lautet das Gleichungssystem:
-2m 0 - Im ¢ - 4 wy
—O,Sm2 0 - 12,5m2 d - 1Im wyg

10m> 0 + 05m° ¢ + 2m wy
Es hat die Losung:

0=0,0040875, ¢$=0,0015015, w,=-0,0208129m

Aufgabe 3:

a) Formeln:
Mit $=6=0 und ¢y=Q qilt:
™ .cos(Qt)cos(eo) —sin(Q 1)

W —sin(0,) 0

-wgl [ 0 —sin(0,)
®]5=|w,|=[0  cos(d,) sin(d,)cos(
jwe) |0 —sin(¢,) cos(d,)cos(

0)
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0|10
(w],=|w =|sin(Q¢)cos(0,) cos(Qz) 0]/ 0
12

0,073575m
0m’

0m’

—sin(0,)
sin (¢by) cos (), | €2
cos (dby)cos(8,)
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b) Zahlenwerte:

Mit den angegebenen Zahlenwerten ergibt sich:

w.=0=02s"

We 0 0

w, |=| sin(20°) [0.2s'=/0,06840 s~
we| [c0s(20°) 0,1879

Graphische Darstellung:

Aufgabe 4:
Fir die Komponenten [w], des Vektors der Winkelgeschwindigkeiten im
ortsfesten Koordinatensystem gilt:
[wloz[w¢}o+[we]o+[ww]o
:{T}Ol[T}IZ{wcb]z_"[T]Ol[we]l+[ww]0
Die Transformation in das korperfeste Koordinatensystem lautet:
(0] =[T 5[0} =T 1 [ T[T oy [0,
:[TEB([(D¢]2+[T}1T2[“)9]1+[T}1T2[T}gl[wq}}o)
Fir die einzelnen Summanden in der Klammer gilt:
b
[(D¢]2= 0
0
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. cos(0) 0 —sin(0)[|0] |O
Tlalwo=| 0 1 0o |o]=[0
sin(0) 0 cos(0)||{0] [O
; cos(p) sin(p) 0O o] o
Tloi[0y]p=|—sin(w) cos(w) 0] 0=|0
0 0o 1)lé] v
. cos(0) O —sin(e). 0| |—sin(0)y
[TIIZ{TIOI[wq;}OZ 0 1 0 0= 0
sin(6) 0 cos(0) |[Ww] | cos(0)y
Damit folgt:
B 0 0 b—sin(0) b—sin(0)
(w|;=|0 cos(dp) sin(d) 0 =| cos(¢)0+sin(d)cos(0)y
0 —sin(¢p) cos(p)|| cos(0)y —sin(¢p)0+cos(Pp)cos(0)y
Ergebnis:
.wg 1 0 —sin(0) .c])
W)= w, = cos(dp) sin(d)cos(0)|| 0
W 0 —sin(¢p) cos(p)cos(0)] W
Aufgabe 5:

Transformation der Matrix [Re]l in das ortsfeste Koordinatensystem:

[RG]O:{TIOJRG]JTEIZ[R [RS]I[RKIJE

lIJ]O

Transformation der Matrix |R,), in das ortsfeste Koordinatensystem:

R

T

T T T }
Vo

[Rdn]o:{ﬂm[T}lz{Rsz{Thz{T}m:[Rw}o{ReHRJz{ReL

Damit gilt:

[R]0:([Rw}o[R9]1[R¢}z[RGLT[RwE)([Rw}o[Re]l[Rw]g)[Rw]o

=[RyJo| Rl [ Ry RaJ/ ([R5 Ry o[ Rl [ R[5 R, )

:[Rw]o[ReL [R¢]z([Re]1T[ReL)
:[Rw]o[ReL [R¢]z
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Aufgabe 6:

a) Komponenten des Drehtensors:

Die erste Drehung erfolgt um die x-Achse. Sie bildet das ortsfeste Koordina-
tensystem Oxyz (Index O) auf das Koordinatensystem Ox;yz; (Index 1) ab.
FUr den Drehtensor R, gilt

R,=cos(x) I +{1—cos(x)|e, e, +sin(x)e

x -

Mit
1 . I 0 0 0 0 O
[ex]OZO’ {exex}oz[ex}o{ex]ozo 0 O’ {EX]O:O 0 -1
0 0 0 O 01 0
gilt
1 0 0

[Ru]0= 0 cos(a) —sin(a)|=[T]o: .
0 sin(x) cos(x)
Die zweite Drehung erfolgt um die y;-Achse. Sie bildet das Koordinatensys-

tem Ox,y,z, auf das Koordinatensystem Oxy.z, (Index 2) ab. Fur den Dreh-
tensor R; gilt

Rﬂzcos(B)H—(l—cos(B))blyb1y+sin(B)l~)

1y -

Mit

gilt
cos(B) O sin(B)
[RBL: 0 1 0 :{T}lz :
—sin(B) 0 cos(B)
Die dritte Drehung erfolgt um die z,-Achse. Sie bildet das Koordinatensystem

Oxzy.z, auf das Koordinatensystem BénZ (Index B) ab. Fur den Drehtensor
R, qilt
Ryzcos(y)l+(1—cos(y))b2zb2z+sin(y)52

z -

Mit
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oS O O
—_ O O

[\S)

Il
S — o
o o
o oo

gilt
0
R,|,=[sin(y) cos(y) 0|=[Ths .
1

Fir den gesamten Drehtensor gilt [R|,=[T]oz=|T1o\|T],,[T ], , d.h.

1 0 0 cos(B) O sin(B)|/cos(y) —sin(y) O
R|,=|0 cos(a) —sin(x) 0 1 0 sin(y) cos(y) O
0 sin(a) cos(a) ||—sin(B) 0 cos(B)|| 0 0 1
Ausrechnen ergibt
cos(B)cos(y) —cos(B)sin(y) sin(B)
[R|,=| sin(c)sin(B)cos(y)+cos(a)sin(y) —sin(c)sin(B)sin(y)+cos(c)cos(y) —sin(e)cos(B)

—cos(o)sin(B)cos(y)+sin(e)sin(y) cos(a)sin(B)sin(y)+sin(x)cos(y) cos(x)cos(B)

b) Naherung fur kleine Winkel:

I -y B
[RL}OZY I —«
B 1
1 0 0] [0 O O 0O 0 1 -1 0
=0 1 0|+|0 0 —1|x+| O O O|B+|1 O O|y
0 0 1 01 O -1 0 O 0O 0 O

=I,+[2, ], a+]2,[B+2,]y
Fur kleine Winkel stimmen die Kardanwinkel mit den Euler-Winkeln uberein:

0(:(]), B:e, q):y

c) Komponenten der Winkelgeschwindigkeit:

Wie bei den Euler-Winkeln gilt: [w];=|w, |,+[wg],+ |, |,

Bekannt sind:

X 0 0
o wi={ 0|, o) eogh={B . [w0,l=[ow,],=0
0 0 v

Transformation von |w;), in das Koordinatensystem B&n¢:
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. cos(y) sm(y) 00| [sin(y)
0y, =[T o500 ,=| ~sin(y) cos(y) 0| [=|cos(y)|B
0 0 1|0 0

Transformation von [wu]l in das Koordinatensystem Bénc:

. cos(B) 0 —sin(B)| | |cos(B)
W[, =[T] o =| 0 1 0 |07 0 |«
sin(f) O cos(B) ||0] |[sin(B)

, cos(y) sin(y) Offcos(B) cos(y)cos(B)
[wa}B:[T}ZB[wu]zz —sin(y) cos(y) 0 0 |&=|—sin(y)cos(B)|X
1

0 0 sin (B) sin(B)
Damit gilt:
We| | cos(B)cos(y) sin(y) O«
@];=|w, |=| ~cos(B)sin(y) cos(y) OB
W sin (B) 0 1|y

Far kleine Winkel gilt die Naherung

d) Umrechnung der Winkel:

Die Komponenten des Drehtensors mussen fur beide Arten von Winkel gleich
sein:

cos(0)cos(y) sin(d)sin(0)cos(y)—cos(Pp)sin(y) cos(d)sin(0)cos(y)+sin(d)sin(y)
cos(0)sin(y) sin(¢)sin(0)sin(y)+cos(d)cos(w) cos(d)sin(0)sin(yp)—sin(dp)cos(y)
—sin(0) sin(d¢)cos(0) cos(¢)cos(0)
cos(B)cos(y) —cos(B)sin(y) sin(B)
sin () sin(B)cos(y)+cos(x)sin(y) —sin(x)sin(B)sin(y)+cos(x)cos(y) —sin(x)cos(B)
—cos(o)sin(B)cos(y)+sin(x)sin(y) cos(o)sin(B)sin(y)+sin(x)cos(y) cos(x)cos(B)

Berechnung der Kardanwinkel aus den Euler-Winkeln:

Durch Vergleich von Element (1, 3) der Matrix folgt:
sin (B)=cos(¢)sin (0)cos(y )+sin (Pp)sin (P )
Durch Vergleich von Element (1, 1) der Matrix folgt:

cos(y)= cos(0)cos (y)

cos(P)
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Durch Vergleich von Element (3, 3) der Matrix folgt:

cos(mx)= cos(¢)cos(0)

cos(B)

Berechnung der Euler-Winkel aus den Kardanwinkeln:

Durch Vergleich von Element (3, 1) der Matrix folgt:
sin (0)=cos(x)sin(B)cos(y)—sin(x)sin(y)

Durch Vergleich von Element (3, 3) der Matrix folgt:

cos (o)

cos(0) cos(x)cos(B)

Durch Vergleich von Element (1, 1) der Matrix folgt:

cos(Y)= cos(B)cos(y)

cos(0)
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