Starrkorperdynamik Losungsblatt 4.2

Aufgabe 1:

a) Zwangsbedingungen:

Die Trommel dreht sich um den Ful3-
punkt P. Daher qilt fur die Geschwindig- Ta
keit des Schwerpunkts

§,=r,d .

Integration bezuglich der Zeit ergibt als
erste Zwangsbedingung

F (s,,8,,d)=s,—r, =0 .

Die Geschwindigkeit des Klotzes ist
gleich der Geschwindigkeit von Punkt Q. Es gilt also

§1=(rl.+ra $ .
Integration bezuglich der Zeit ergibt als zweite Zwangsbedingung
Fy(s), 8, b)=s,— ”a"‘”i)d):O .

Aus der zweiten Zwangsbedingung folgt

Sy

r4r;
Damit folgt aus der ersten Zwangsbedingung

ra

So=——S§
2 1
rtr,

b) Lagrange-Funktion:

Kinetische Energie:

. o1 L1 L1 .
T(S1152,43):5’7715%4‘5’"25;"‘5‘]2432

2
myr,+J,|
§y

a

r,tr;

- T(Sl):l m,+m,

5 m,+

2 2
(r +r;) (r +r;)

Die potenzielle Energie setzt sich zusammen aus der Lageenergie der Masse
m, und der Federenergie. Wird als Nullniveau fiur die Lageenergie und die Fe-
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derenergie die entspannte Ausgangslage gewahlt, so qilt:

2
1 r
V(s),8,, $)=—m,gs+—css — Vis)=—m,gs+—c|——| s
2 2 \r, +r,
Damit lautet die Lagrange-Funktion:
2 2
m,r.+J r
L(S1:Sl):T(:ﬁ)_V(Sl):l m1+2a—22 $%+mlgsl__c - Sf
2 (ra-|-rl_) 2 I/'a+l/'i
c) Bewegungsgleichung:
Ableitungen der Lagrange-Funktion:
oL m21’§+J2 : d|oL mz’”i"“jz .
——=\m+——— — o F|mt |5,
03, (r,+7) dt| 05, (ro+r,)
2
oL _, g—c Ta g
0s, 1 r,tr,; :
Bewegungsgleichung:
d|oL| oL m,ri+J ro\
—|=—=|-—=0 : |m+—22"2|5-m, g+c 5,=0
dt\os,| 0s, (r +7,) r tr,
i ’ Js|. i ’
= (m|l+—| +my+—|5,tcs;=m g1 +—
ra a ra
Aufgabe 2:

a) Koordinaten der Traglast: i

x,=x,+Hsin(¢) WT—» X
[\

z,=H cos(d) 0 2
W l
\A X b

z

b) Winkelgeschwindigkeit der Rader der Laufkatze:

Vi_ Xy

Aus der Rollbedingung folgt: v,;=wR — w=—=
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c) Lagrange-Funktion:

Die kinetische Energie setzt sich zusammen aus der translatorischen kineti-
schen Energie der Laufkatze, der rotatorischen kinetischen Energie der Ra-
der der Laufkatze und der kinetischen Energie der Traglast. In physikalischen
Koordinaten gilt:

T<5C1,00,Xz,Z'2)=%m1)'cf+2Jw2+%m2(x§+Z'§)

Mit x;-l—z';:(xl—l—c]')Hcos(c]>))2+d>2stin2(¢)=x12+25clc|'>Hcos(cl>)+H2c]>2
und w=x,/R folgt:
J

1
5(m1+m2)+2p

-2

T(%, &, )= x1+%m2(H2ci>2+2xlc]>Hcos(cb)) _

Die potenzielle Energie setzt sich zusammen aus der Lageenergie der Trag-

last und der elastischen Energie der Feder. Als Nullniveau fur die Lageener-

gie wird der Ursprung des Koordinatensystems gewahlt. Dann gilt in physika-
lischen Koordinaten:

1
V(xl,Zz)zzcxlz—ngz2
Mit z,=H cos(¢) folgt daraus:
1
V(xl,cb):Ecxf—ngHcos(d))

Damit lautet die Lagrange-Funktion:

xf+lm2(H2c]>2+2x1Hci>cos(cl>))

1 J
—(m1+m2)-+-2— >

L(x,, ¢, %, d)= ) R

—%cx?+m2chos(c|>)

d) Bewegungsgleichungen:

Ableitungen der Lagrange-Funktion:

oL J . -

a—xlz m1+m2+4E X1+m2H¢COS(¢)

d a.L — ml+mz+4i j&l+m2H(€ISCOS(<I>)—<i>2SiH(<|>))
dt| 6%, R’

oL _

% —mzH(ch—i-)'clcos(cI)))
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d(oL) . L
dt(a¢)_m2H(H¢+xlcos(¢) xlcbsm(d)))

oL oL o :

—=— S =—m,H %, $+

oy TTE L = % b gsin()
Bewegungsgleichungen:
d|oL| 0oL J . . .
@\ ox, —8x1=O . m1+m2+4p xl+m2H(c|>cos(¢)—¢2s1n(<|>))—|—cxl=O
dfoL| aL_,
dt\od,|] O0¢ '

mzH(Hc]S—Hélcos(q))—xld)sin(c])))—l—mzH(icld>+g)sin(cl>)=0
— Hd+X cos(dp)+gsin(p)=0

e) Lineare Naherung:

Fir kleine Winkel ¢ gilt: sin(d)~d, cos(p)~1
Wenn zusétzlich die Winkelgeschwindigkeit ¢ klein ist, gilt: ¢’ sin (¢ )~0
Damit vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen zu

J
mt+m,+4—

S| X +myH d+cx, =0
R .

¥, +HP+gd=0

Die Lésungen dieses gekoppelten homogenen linearen Differenzialglei-
chungssystems sind freie ungedampfte Schwingungen.

Aufgabe 3:
a) Koordinaten der Schwerpunkte:
> X
Schwerpunkt Si: S
P\
x =5 sin ()
z,=5cos (b)) IS
2
Gelenkpunkt G:
xs=asin (o, ) \/
Z

zg=acos(P,)

Starrkdrperdynamik 4.2-4 Prof. Dr. Wandinger



Schwerpunkt S;:

sinl )+ Lsin

x22x0+%sin(¢2):a

ZZZZG—l-ECOS(CI)z):a

2 2

cos<¢1>+lcos<¢2>)

b) Lagrange-Funktion:

Kinetische Energie:

Fur die Geschwindigkeiten der Schwerpunkte gilt:

x1:%a¢1cos(¢1) ’ 21:_%a¢15in(¢1)

¢1COS(¢1)+%¢2COS(¢2) ¢1Sin(¢1)+%¢2sm(¢2))

Fir die kinetische Energie der Translation gilt:
T=gmlite s+ it
| S

=—ma

2

%d)f-l-(I)f—l—i(bg‘f'(bl¢2(COS(¢1)COS(¢2)+Sin(¢1)Sin(d)z)))

1 2 oo
:gma2(5¢f+¢§+4¢lq)zcos(q)l—q)z))
Fir die kinetische Energie der Rotation gilt:
1 i 2 i 2 1 2032 32
T,=J [bi+dil=oma’|dbi+d)
Damit berechnet sich die gesamte kinetische Energie zu

. . 1 . . ..
T (b, by, by, by)==ma’ (164 +4 b+ 124, b, cos (b, — b))

24

:%ma2(4¢f+¢§+3 b, d>2008(¢1—¢2))

Potenzielle Energie:

Die einzige aulere Kraft ist die Gewichtskraft. Der Nullpunkt fir das Potenzial
der Gewichtskraft wird in den Ursprung des Koordinatensystems gelegt.
Dann gilt:

V(xl’ZlJXZ’ZZ):_ngI_ngZ
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V(b1 ba)=—mga| 3005 () +cos by )+ cos by

:_%mga(3c05(¢l>+cos<¢z>)

Lagrange-Funktion:

Die Lagrange-Funktion lautet:
C 1 Lo oo
L sy )= ema’ 447+ 4543, dycos (b~ )

+§mga(3cos<¢l>+cos<¢z>)

c) Bewegungsgleichungen:

Ableitungen der Lagrange-Funktion:

oL 1 - ;
Ty =<ma (8¢ +3bycos(d— )]
d| oL 1 2(0 1 i Sy — by i
E(aq’)]):gma (8¢1+3¢2COS(¢1_¢2)_3(132((])1—(1)2)811’1((])1—(])2))
oL 1 Lo :
a(l)lsza(_ad)l¢251n(¢1_¢2)_3g51n<¢1))
oL 1 2~ -
a¢2=gma (2(|>2+3 ¢1COS(¢1_¢2))
d|loL| 1 . . Ll e
E(8¢2):€ma2(2¢2+3¢1COS(¢1—¢2)—3q)l(q)l_(l)z)sm((bl_q)z))
gdf;zgma(m¢2sin<¢l—¢2>—gsin<¢2>)
Bewegungsgleichungen:
d|oL| 0L —0 -
di\od,| o,

8451+3c'uszcos<¢1—¢2>+3<i>§sin(¢]—¢2>+9§sm<¢l>=o

dfoL) oL _,
dt | 0, 0,
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2&)2"_3¢1COS(¢1_¢2)_3¢?Sin(¢1_¢2)+3§sm(¢z):0

Die Losungen dieses nichtlinearen Gleichungssystems konnen chaotisches
Verhalten zeigen.

d) Lineare Naherung:

Wenn die Winkel klein sind, sind auch die Differenzen zwischen den Winkeln
klein. Es gelten folgende Naherungen:

cos(p;—,)~1 Cbésm(d%_d)z)NO ; (ﬁsm((bl_(l)z)mo ,
sin(,)~d,, sin(d,)~d,
Damit vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen zu

8$1+3¢2+9§¢1:0
3451+2452+3§¢2=0

Die Losungen dieses gekoppelten homogenen linearen Differenzialglei-
chungssystems sind freie ungedampfte Schwingungen.

Aufgabe 4:

a) Beziehungen zwischen den Koordinaten:

Aus der Abbildung kann abgelesen werden:
x(0,¢p)=Rsin(0)cos(d)

y(0, b)=Rsin(0)sin ()
z(0,d)=Rcos(0) y

b) Lagrange-Funktion:

In kartesischen Koordinaten berechnet sich
die kinetische Energie zu

T(x,y,z')zém()’c2+j/2+22)
Mit  %(0,¢,0,d)=R[0cos(0)cos(d)—dsin(0)sin ()]

7(0,$,0,d)=R(0cos(0)sin(Pp)+psin(0)cos(p)]
2(0,&,0,d)=—R0Osin(0)
folgt:
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T(0,d, 9,(]>)=%m(5c2+j/2+2'2)

=2 m B[10.c05(0) cos (&) bsin(0) sin(¢)]
-I—(9cos(e)sin(¢)+¢Sin(9)COS(¢))2+(eSin(9))2]

=2 m R(0°+ §sin’(0)

Die einzige auf den Massenpunkt wirkende auliere Kraft ist die Gewichtskraft.
Wird der Nullpunkt flr das Potenzial der Gewichtskraft in den Ursprung des
Koordinatensystems gelegt, dann gilt:

Vix,y,z)=—mgz — V(0,d)=—mgRcos(0)
Damit lautet die Lagrange-Funktion:

L(6,d,0, d))z%mR2(62+d>zsin2(6))+mgRcos(e)

c) Bewegungsgleichungen:

Ableitungen der Lagrange-Funktion:
oL d|0L

2 2

89_mR 0, 1\ 38 =mR0
aL 2 +2 .
%sz ¢ sin(0)cos(0)—mg Rsin(0)
0L .2y .2 d[oL\ sy . s .
acb_MR $sin™(0) | dt(@d))_mR (c|>s1n (9)+2¢Gsm(6)cos(9))
oL
T

Bewegungsgleichungen:

d|oL| OL ] 2 . :

o %)—%20 . mRO—mR*$sin(0)cos(0)+mg Rsin(0)=0
- 9—¢2sin(6)cos(9)+%sin(@)zO

d|0L|_0L_,. d( picn2ie)= D200

dt(@ci)) a(b—O. dt( R ¢sin (9)) 0 — ¢sin™(0)=C=const.

Die GroRe

L.=m[Rsin(0) ¢
ist der Drall des Massenpunktes um die z-Achse. Da die Gewichtskraft kein
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Moment um die z-Achse verursacht, ist der Drall um die z-Achse konstant.
Daraus folgt insbesondere, dass fir $#0 die Winkel 6=0 und 0=t nicht
angenommen werden konnen.

Aufgabe 5:

a) Kinematische Beziehungen:

Der Mittelpunkt P des Planetenrads ist mit dem Plane-
tentrager verbunden. Fur seine Geschwindigkeit gilt v
daher

Vp=W,ly .
Fur die Geschwindigkeiten in den Punkten A und B
gilt

V,=Vp—Wpl p=W,F—Wplp
und
Ve=VptWplp=W,F,TWpr, .
Im Punkt A ist das Planetenrad mit dem Sonnenrad in Kontakt. Daher muss
gelten:
WFg=V, = Wglg=Wslp—Wpr,
Im Punkt B ist das Planetenrad mit dem Hohlrad in Kontakt. Daraus folgt:
W,V y=Vy = WLl y=W, 7, +Wpr,
Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt
r'r 'y
W T g+ W, 7 y=2W,;7; = Wg=2W;——Wy— -
I's I's

Integration bezuglich der Zeit fuhrt auf

r r
¢S(¢H:¢T):2¢T_T_¢H_H
s Fs
Aus der kinematischen Beziehung im Punkt B folgt unmittelbar
"'y I'r
Wp=Wy——W;—
I'p rp
Integration bezuglich der Zeit fuhrt auf
I'r

¢P(¢H:¢T):¢H:__H_¢T_ .

P I'p
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b) Verallgemeinerte Krafte:

Die verallgemeinerten Krafte berechnen sich zu

Q :M 6(I)H M a(I)T a(I)S
T e, b, Cody

+M =M,

rs
und

D
8(])T

0.y, 2%u 0 3r
' ob; o,

I

c) Kinetische Energie:

T(wHJ(UT’wS,(DP,vP):lJ 1 2 1

r
H
g

I'r
=M +2— M

2 2 3 2 3 2
HwH“_EJT(DT“_Eszs+5JPwP+_mPvP

Mit den Beziehungen fur die Winkelgeschwindigkeiten und die Geschwindig-

keit des Planetentragers folgt daraus

r r
T(mH,wT)zlJHw2+lJTw§+lJS 2w, —w, =
2 2 2 rg rg
2
r r
+§JP (x)H—H— r L += mP(oTrT
2 rp repl 2
1 r ? r ?
=—|J,+ 2| J+3]-E] T, |w),
2 I rp
1 2 - 2
=T +4| L T3 T3 rimp|w
r rp
ryr r
—(2 HZTJS 3 HerpooHooT
rg rp
d) Lagrange-Gleichungen:
Ableitungen der kinetischen Energie:
Jy J Jp J J
or _ —2+—j 3— Wy, — 2—2S+3—2P Vit Wy
oWy \ry 1y rP Is I'p
Jy J J J J
d( O\ JuyTsy3drle o 7537l 0
dt\| 0wy rog g rp rg rp
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J, Je J Js o J»
8_T: _2T+4—25+3—2P+3mP rZTu)T 2—+3 Pyt Wy
ow; | r7 ry rp rs rp
J J J
d|or —2T+4—ZS+3—2P+3mP 1y, — 2—2S+3—2P Pl Wy
dt\owr| | r; re  rp s "p
oT ~0
0bpr
Bewegungsgleichungen:
oT oT
— - :QH .
dt\ 0wy, | Oy
Jy Jg _Jp Js L J»p
—+_2+3_ Py = 2_"'3 rHrT(bT:MH_r_HMS
ry s Ip rs T s
d| oT oT
— - :QT .
dt\ 0w, | 0oy
J J J J
A3 3m, | i, — (2543 P)I’H”r(by M, +2—=M
ry rs  Tp Fs  Tp Ts

Damit ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

Jy J Jp J Jp M, M
—2H+ 2S+3 rywy 2—S+3— row, = £ 2
gy Ty rP rS rP Iy Is
J J J J J M M
—2=2+3L\|r, 0w, + |[LH4=43"L4H3m,|r,0, = —L42—2
2 2 2 2 2
r rp rr rs rp Fr s
e) Winkelbeschleunigung des Hohlrads
Auflésen der Bewegungsgleichungen nach w,, ergibt:
2
Jy Jg SIp\lJ J J J J
I3 | 4T3 3m, |- 2543 | |y,
2 2 2 2 2 2
(My M\ Ts T M, Mg\ Jy _J,
— SN 4T3 3mp | — 22— |2 4+3
2 2 2
P Ts|)\rp rs  Tp r Fs rs rp

Der Faktor auf der linken Seite berechnet sich zu
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2
J J
2= +3—

Is Ip

Jo|J J

+= L +3"L+3m,
2 2 2

re\rr rp

_1nds e
2 2
Fs I'p

J
+3-=

2
Ip

JT JS JP
—2+4—2+3 —2+3mP -
vy rg rp

Iy Is 3le
2 2 2
ry Iy rp

—

J J
L4243 L43m,

2 2 2

rr I's rp
Jp

4—3———
rP

Iy

Jr Jg
—2+4 +3mP
I'r rS

J J J

ZH S 320
2 2 2

Fs I'p

14ln s

2 2
Py Vs

J, Jg

JT
—2+3mP
rr

2 2
Fy Tg

Iy

Die rechte Seite berechnet sich zu

M, M|\[J, J

J J J
(——— T4 43 4 3m, 2 z
2 2

M M
+H—L+2 =222 4+32L

s ]\ rr Is Fp

'y

J,  Jg T,
ry s rp
J Jp\|( My, Mg M
P R el | e e e R e
r rp

Damit folgt fur die Winkelgeschwindigkeit des Hohlrads:
M, A4 Al

Fy Fs rr

VS Fr

ry

(]H» ,]S Jp
2 3_77
rg ry

Jp
+3 2
I'p

Fg Tg gy s

VH

Im stationaren Lauf sind die Winkelbeschleunigungen null. Bei vorgegebe-
nem Moment M, lassen sich die anderen beiden Momente aus den Bewe-

gungsgleichungen berechnen, die sich zu

M, M, M, M
0=—2-—5 ynd 0=—L+2—2
'y I's Fr rs
r
vereinfachen. Aus der ersten Gleichung folgt M=—=M, .
H

r r
=2 M=-2-TM, .

g ry

Aus der zweiten Gleichung folgt M
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