1. Kinematik

e Untersucht wird die Bewegung eines Punktes P in Bezug
auf zwel Bezugssysteme:

- Bezugssystem Oxyz ist ruhend:
e Ursprung O
- Einheitsvektoren e , e,.e,
« Koordinaten x, y, z

- Bezugssystem Bénd bewegt sich:
e Ursprung B
« Einheitsvektoren b f(t) : bn(t) : b((t)
 Koordinaten¢, n, ¢
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1. Kinematik

» Beispiel: Eisenbahnwaggon in der Kurve

Das Bezugssystem Oxyz ist fest mit der Erde verbunden.
Es hat seinen Ursprung z.B. in einem Bahnhof.

Zur Beschreibung von Vorgangen im Waggon wird ein Be-
zugssystem Bénd verwendet, das fest mit dem Waggon
verbunden ist. Sein Ursprung B liegt in einem festen Punkt
des Waggons.

Der Ursprung B bewegt sich mit der Geschwindigkeit des
Waggons.

In einer Kurve andern gleichzeitig die Einheitsvektoren bf ,
b,7 und b( laufend ihre Richtung.
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1. Kinematik

« Zusammenhang der Koordinatensysteme:

- Der Zusammenhang zwischen den Einheitsvektoren e , e,
e_und bf(t), bn(t), b((t) wird durch den Drehtensor R(t) be-
schrieben:

be(t)=R(t)e,,

- Der Drehtensor ist ein orthogonaler Tensor:
R'(t)R(t)=R(t)R" (t)=1I

- Damit gilt auch:

e.=R'(t)bs(t), e =R"(¢)b,(t), e,=R"(¢)b(t)
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1. Kinematik

« Zeitliche Ableitung von Vektoren:
- Sel V(1) ein beliebiger Vektor. Er lasst sich schreiben als
V(t)=Vc(t)be(t)+V,(t)by(t)+Vc(t)be(t)
- Seine zeitliche Ableitung ist

V(e)=V(t)be(t)+V, ()b, (2)+V . (2)b(2)
+Ve(t)be(t)+V,(¢)b,(2)+ V(1) be(t)

- EIn mitbewegter Beobachter sieht nur den ersten Anteil:

Sdv
dt

=V b+ V b+ V. b,
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1. Kinematik

- Dieser Anteil ist die zeitliche Anderung des Vektors relativ
zum Bezugssystem Bénc.

- Beispiel:
¢ A
P o Q
rPQ
> 1
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1. Kinematik

« Beim Offnen der Schiebetlr in einem Eisenbahnwaggon an-
dert sich der Vektor

”pQ<f>=(rIQ<f)—np)bn

 Ein Beobachter im Waggon beobachtet die zeitliche Ande-
rung B

relativ zum Waggon.

- Ein ruhender Beobachter sieht die gesamte, absolute zeitli-
che Anderung.

« Im angefuhrten Beispiel ist das ein Beobachter, der aul3erhalb
des Waggons steht.
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1. Kinematik

- Die zeitlichen Ableitungen der Einheitsvektoren berechnen

sich zu _ . .
be(t)=R(t)e,=R(t)R" ()b (t)
b,(t)=R(t)e,=R(t)R"(¢)b,(t)
b.(t)=R(t)e,=R(t)R"(t)b(¢)
- Damit folgt:
AV . AV . 1
V=—"+RR"|V.be+V b,+V.b)]=——+RR"V
dt dt
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1. Kinematik

- Aus R(t)R"(¢)=1I folgt:

di(RRT):RRTnLRRT:O —~ RR"=—RR"=—\RR"
t
- Der Tensor R R"=Q ist also antimetrisch. Daher gibt es

einen Vektor w, so dass fur jeden beliebigen Vektor V qilt:
QV =XV

- Der Vektor w ist der Vektor der Winkelgeschwindigkeit, mit
der sich das bewegte Koordinatensystem dreht.

- Seine Richtung entspricht der momentanen Drehachse und
sein Betrag der momentanen zeitlichen Anderung des Win-
kels.
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1. Kinematik

- Zwischen der absoluten zeitlichen Anderung eines Vektors
und seiner zeitlichen Anderung relativ zu einem Koordina-
tensystem, das sich mit der Winkelgeschwindigkeit w dreht,
besteht also der Zusammenhang:
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1. Kinematik

e Ortsvektoren:
- FUur den Ortsvektor des Punktes P im System Oxyz gilt

Fp=rpg+rgp
- Dabeiist  rg=€b(t)+nb,(t)+Tb(?)

der Ortsvektor des Punktes P im System Bénc.
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1. Kinematik

* Geschwindigkeiten:

- Ein mit dem System Bénd bewegter Beobachter misst die
Relativgeschwindigkeit

B
B drgp

P T

- Ein im System Oxyz ruhender Beobachter misst die Abso-
lutgeschwindigkeit

e — 1 . _ B
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1. Kinematik

- FUr die Absolutgeschwindigkeit gilt also:

B
Vp=VpTWXFgpt Vp

- Dabel ist

« vy=F; die Geschwindigkeit des Punktes B, die ein Beob-
achter im System Oxyz misst,

- “y, die Geschwindigkeit des Punktes P, die ein mitbewegter
Beobachter im System Bénd misst,

e Fpp der Ortsvektor des Punkts P im System Bénd, und

« w die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich das System Bén(
dreht.
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1. Kinematik

Die Absolutgeschwindigkeit setzt sich zusammen
» aus der Fuhrungsgeschwindigkeit V=Vt WwXry

« und der Relativgeschwindigkeit v.="v,

Die Fuhrungsgeschwindigkeit v, ist die Geschwindigkeit, die
der Punkt P hatte, wenn er im System Bénd ruhen wurde.
Die Relativgeschwindigkeit v ist die Geschwindigkeit, die
ein im System Bénd mitbewegter Beobachter misst.
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1. Kinematik

e Beschleunigungen:

- Die Absolutbeschleunigung ist die zeitliche Ableitung der
Absolutgeschwindigkeit: . d 3.
apzvpsz—l-E(erBp)-l— 1

- vz=ay ist die Beschleunigung des Punktes B im System

Oxyz.
- Die Beschleunigung “v, berechnet sich zu

B ;B
d v,

dt

B%z%(%bg—l—ﬁ b,+T b |= +wx’y,
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1. Kinematik

- Die Beschleunigung

5d By
Ya,= - “=%b+1ib,+T by

Ist die Beschleunigung, die ein mit dem System Bénd be-
wegter Beobachter misst.

- Der zweite Summand berechnet sich zu

d , : : drgp
E(wxrB,,):erBP+w><erszrBP+w>< St wXry,
=X F gt WXV, +OX[ WX P )
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1. Kinematik

- Damit gilt far die Absolutbeschleunigung:

aP=a3+(b><rBP+(o><(w><rBP)+BaP—I—2(o><BvP

Fuhrungsbeschleunigung a.

Relativbeschleunigung a

Coriolisbeschleunigung a_
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1. Kinematik

- Die Fuhrungsbeschleunigung a_ ist die Beschleunigung, die
der Punkt P hatte, wenn er im System Bénd ruhen wurde.

- Sie setzt sich zusammen aus
. der Beschleunigung a_ des Bezugspunktes B,

 der Beschleunigung wXxr,, infolge der Drehbeschleunigung,
und

« der Zentripetalbeschleunigung @ X{wXr |
- Die Relativbeschleunigung a_ist die Beschleunigung, die
ein im System Bénd mitbewegter Beobachter misst.
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1. Kinematik

- Die Coriolisbeschleunigung a_steht senkrecht auf w und
°v_. Sie verschwindet fir

e w=0oder
. BVP= 0 oder

. wenn w und °v_parallel sind.
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1. Kinematik

* Veranschaulichung der
Coriolisbeschleunigung:

- Der Punkt P bewege sich
auf der mit der konstan-
ten Winkelgeschwindig-
keit w rotierenden Schei-
be mit der konstanten Re-
lativgeschwindigkeit °v |

nach aufden.
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1. Kinematik

- Wahrend der Zeit At vergrol3ert sich der Abstand des Punk-
tes P vom Drehpunkt Bum Ar="y,A¢t .

- Dazu muss sich die Umfangsgeschwindigkeit um

) Au=wXAr=wX"v,At
vergroldern.

- Das entspricht einer Beschleunigung von a,=wx"v,.

- Gleichzeitig andert sich infolge der Drehung die Richtung
des Vektors BVP. Daraus resultiert eine Beschleunigung von

B
a,=wXx v,
- Die gesamte Beschleunigung ist daher

. . B
a.=a,ta,=20X" v,
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1. Kinematik

* Beispiel: Roboterarm

A

B
i o - =
|
H
|
|
|
v O
\
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1. Kinematik

- Gegeben:

 Der Roboter dreht sich um die Achse OB mit einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit w. .

» Der Arm BC wird mit einer konstanten Geschwindigkeit v,
ausgefahren.

e Der Arm CD wird mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit
w, geschwenkt.

- Gesucht:
« Geschwindigkeiten und Beschleunigungen des Punktes D

Prof. Dr. Wandinger 1. Relativbewegungen Starrkorperdylnalr_rgg



1. Kinematik

- Koordinatensysteme:

¢
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1. Kinematik

- Koordinatensystem Oxyz ist ruhend:
e Ursprung O
- Einheitsvektoren e , e, e,

« Koordinaten x, y, z

- Koordinatensystem B¢énd rotiert mit der Winkelgeschwindig-
keit w, um die Achse OB:

e Ursprung B
« Einheitsvektoren bf, bn, bc

e Koordinaten é-; n, (

- Alle Ergebnisse werden im Koordinatensystem Bén{ ange-
geben.
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1. Kinematik

- Ortsvektor von Punkt D:

e FUr den Ortsvektor von Punkt D im Koordinatensystem Bénd
gilt: Fpp=rpctrep
e Mit rBC:L1<t)b§

und rCDZLz(sin(cbz)bg—cos(cbz)bc):Lz(sin(u)zt)bg—cos(u)zt)bc)

folgt: rBD=(Ll(t)—|—L2sin(u)2t))bE—chos(mzt)bc
- Relativgeschwindigkeit von Punkt D:
 Mit L,=v, berechnet sich die Relativgeschwindigkeit zu

B
B drgp

T

=(v,+w, L,cos(w,t)|bg+w, L,sin(w,)b,

Prof. Dr. Wandinger 1. Relativbewegungen Starrkorperdylnalr_rglg



1. Kinematik

 Das gleiche Ergebnis folgt auch aus der Uberlegung, dass
sich fur einen mit dem System Bénd bewegten Beobachter
der Punkt D mit der Winkelgeschwindigkeit w, um Punkt C

dreht, der sich mit der konstanten Geschwindigkeit v, bewegt:

B
Vp=V;TW,XFp

- Fuhrungsgeschwindigkeit von Punkt D:
- Wegen v, =0 gilt:
vfzwIXrBDzu)lbcx[(Lﬁ—Lzsin(cl)z))bg—chos(cI)z)b,;]
=w,| L, +L,sin(¢,))b,

* Diese Geschwindigkeit hatte der Punkt D, wenn er im System
Bénd in der momentanen Lage in Ruhe ware.
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1. Kinematik

- Absolutgeschwindigkeit von Punkt D:
* Die Absolutgeschwindigkeit berechnet sich zu
vD=vf+BvD
=(VL+m2chos(w2t))b§+(x)1(L1(t)+Lzsin(u)2t))b
+002L2sin(0021)bc

n

- Relativbeschleunigung von Punkt D:
* Die Relativbeschleunigung berechnet sich zu
B d BVD

a:
P

=—w; L,8in (w, 1) be+w; L,cos(w,1) be=—w; F ¢y

* Die Relativbeschleunigung ist gleich der Zentripetalbeschleu-
nigung infolge der Kreisbewegung um Punkt C.
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1. Kinematik

- Fuhrungsbeschleunigung von Punkt D:
* Mit az;=0 und w,=0 folgt fur die Fihrungsbeschleunigung:
afzwlx(wIXrBD)
zwlbcx[wlbcx((LlJrLzsin(cbz))bg—chos(cI)z)bc)]
=(ofb§><(Ll+Lzsin(c|>2))bn=—(nf(L1+L2sin(c|>2))bg

* Die Fuhrungsbeschleunigung ist gleich der Zentripetalbe-
schleunigung infolge der Drehung um die Achse OB, wenn
Punkt D im System Bénd in der momentanen Lage in Ruhe

ware.
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1. Kinematik

- Coriolisbeschleunigung von Punkt D:
* Die Coriolisbeschleunigung berechnet sich zu
a,=2w,X"v,
22001bcx[(quszchos((ozt))ngrszzsin(wzt)bcl

=2w, (v, +w,L,cos(w,?)|b,

- Absolutbeschleunigung von Punkt D:
e Die Absolutbeschleunigung berechnet sich zu

"D:"f+B"pJF“c:—[wapL(ooeroog)Lzsin(oozt)]b\é
+2w, (v, +w, L,cos(w,t)| b,
+w§chos(w2t)b,;
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