1. Kinematik

1.1 Lage
1.2 Geschwindigkeit

Starrkorperdynamik

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper 21-1



1.1 Lage

* Aus den Eigenschaften des starren Korpers folgt:

- Wird an einem beliebigen Punkt B des starren Korpers ein

kartesisches Koordinatensystem Bén{ aufgetragen, so
bleibt dieses Koordinatensystem bei allen Bewegungen des
Korpers ein kartesisches.

 Position:

- Die Position des starren Korpers wird durch den Ortsvektor
r, des Punktes B beschrieben.

- Der Ursprung O des ortsfesten Koordinatensystems wird so
gewahlt, dass zum Zeitpunkt t = O die Punkte B und O zu-

sammenfallen.
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1.1 Lage

* Orientierung:

- Die Orientierung des Korpers im Raum wird durch den
Drehtensor R beschrieben, der die Einheitsvektoren des
ortsfesten Koordinatensystems Oxyz auf die Einheitsvekto-
ren des korperfesten Koordinatensystems Bénd abbildet.

- Die Achsen der Koordinatensysteme werden so gewahlt,
dass zum Zeitpunkt t = 0 beide Koordinatensysteme iden-
tisch sind. Dann gilt: R(0) =1

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdyn; Tlg



1.1 Lage

Prof. Dr. Wandinger

2. Der starre Korper

Starrkorperdynamik
2.1-4



1.1 Lage

* Ortsvektor eines beliebigen Punktes P auf dem Korper:
rp(t)=rg(t)+rg(t)
- Im korperfesten Koordinatensystem Bénd gilt
rep(t)=Ebg(1)+nb,(t)+Th(¢)
mit konstanten Koordinaten (¢, n, 0).
- Damit lautet der Ortsvektor:

rP(t)er(t)—FR(t)(Zex—l—n e,+T ez)

- Wenn r_ und R gegeben sind, liegt der Ortsvektor fur jeden

beliebigen Punkt P = (¢, n, {) auf dem Korper zu jedem
Zeitpunkt fest.
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1.1 Lage

e Lageparameter:

- Der Ortsvektor des Punktes B ist durch die dreil Koor-
dinaten x ,(¢ nyt ), z, () festgelegt.

- Der Drehtensor R(t) hat die Form
R=cos(p)I+(1—cos(d)|ee+sin()e

- Er hangt ab vom Drehwinkel ¢o und dem Einheitsvektor e,
der die Drehachse beschreibt.

- Der Einheitsvektor wird durch Angabe von zweil Parame-
tern, z.B. zwei Winkel, festgelegt.

- Damit lasst sich der Drehtensor durch Angabe von drei Pa-
rametern beschreiben.

Starrkérperdynamik
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1.1 Lage

- Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese Parameter zu
wahlen.

- Gebrauchliche Parameter sind z.B.

 Euler-Winkel
 Kardan-Winkel
* Rodrigues-Parameter

- Position und Orientierung eines starren Korpers im Raum
konnen durch Angabe von insgesamt 6 Parametern eindeu-
tig festgelegt werden.
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1.1 Lage

 Euler-Winkel:

- Das Koordinatensystem Oxyz wird durch drel hintereinan-
der ausgefihrte Drehungen um Korperachsen in ihrer aktu-
ellen Lage in das Koordinatensystem Bénd uberfuhrt.

- Ausgangszustand:

* Die Korperachsen stimmen mit den Achsen des Systems
Oxyz uberein.

y=n
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1.1 Lage

- Drehung um die z-Achse 4
um den Winkel y:

* Die Korperachsen wer-
den auf die Achsen des

Koordinatensystems y
Ox.y,z abgebildet.
» Die Abbildung wird
durch den Drehtensor I
Rw beschrieben. 1
Y,
\
y
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1.1 Lage

« FUr den Drehtensor qilt:

R, =cos(p)I+(1—cos(p)|e e +sin(yp)e,

« Komponenten im Koordinatensystem Oxyz:

0 oo 0] 0 -1 0
[ez]Oz 01, [ezez]Oz[ez}O[ez}oz 0 0 Of [EZ]OZI 0 0
1 0 0 1 0 0 o
.cos(qj) —sin(yp) O
= [Ry]y=|sin(p) cos(w) 0
0 0 ]
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1.1 Lage

* Ein korperfester Punkt P befindet sich nach der Drehung an
der Stelle P'.

» Fir die Koordinaten gilt: |x,/|,=|Ry|o|xp|,. [Xp/],=]x5],
 AuUS [xpr}O:[T]Ol{xP']IZ[T}OI[xP}O

folgt fur die Transformationsmatrix vom Koordinatensystem
Ox.y z in das Koordinatensystem Oxyz:

[T]m:[Rq,]O
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1.1 Lage

- Drehung um die y -Achse
um den Winkel 6: 1

* Die Korperachsen wer-
den auf die Achsen des
Koordinatensystems
Ox y,z, abgebildet.

e Die Abbildung wird
durch den Drehtensor Re

beschrieben.
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1.1 Lage

« FUr den Drehtensor qilt:

~

Re:cos(e)IJr(l—cos(G)))blyblersin(G)b1

y

- Komponenten im Koordinatensystem Ox y z :

0] Jooo] o o0
[bly}lz L, [blybly]lz[bly}l{bly}lzo 1 0] [blyL: 0 0 0
0, 0 0 0 ~1.0 0

. cos(0) O sin(@).
— [RGLZ 0 1 0 :[T]lz
—sin(6) 0 cos(6)]

Starrkorperdynamik
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1.1 Lage

- Drehung um die x -Achse
um den Winkel ¢:

* Die Korperachsen wer-
den auf die Achsen des
Koordinatensystems
Bénd abgebildet. X

e Die Abbildung wird
durch den Drehtensor
Rq) beschrieben.

Y,
x2=§
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1.1 Lage

« FUr den Drehtensor qilt:

~

R,=cos(¢d)I+[1—cos(P)|b,, b, +sin(d)b,

X

- Komponenten im Koordinatensystem Ox y z :

1 (rool oo o

[bzxL:O’ [bebe]zz{be]z[beL:O O 0: {bz,”:() O —1

0, 00 0 01 0,
10 0

— [Rqu: 0 cos(¢p) —sin(d) :[T}ZB
0 sin(¢p) cos(P)

Starrkorperdynamik
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1.1 Lage

- Fiir den gesamten Drehtensor gilt:  R(y,0,¢|=R, R, R,
- FUur seine Komponenten im Koordinatensystem Oxyz gilt:

[R}OZ[T]OB:{T}OI[T]lz{TbB:{Rw}o[ROL[Rcb}z
.cos( ) —sin(y) .cos(e) 0 sin(e)nl 0 0

v 0
— |R|,=|sin(yp) cos(yp) O 0 1 0 0 cos(¢p) —sin(d)
0 0 1][—sin(6) 0 cos(0)||0 sin(dp) cos(d)

- Ausrechnen ergibt:

cos(0)cos(y) sin(d)sin(0)cos(p)—cos(Pp)sin(yp) cos(dp)sin(0)cos(y)+sin(dPp)sin(y)
'R|,=|cos(0)sin(y) sin(d)sin(0)sin(y)+cos(d)cos(w) cos(d)sin(0)sin(y)—sin(d)cos(w)
—sin(0) sin(¢)cos(0) cos(¢p)cos(0)
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1.1 Lage

- Die angegebene Definition der Euler-Winkel ist in der Fahr-
zeugtechnik und in der Luftfahrt tblich.

- Daneben finden sich in der Literatur auch andere Definitio-
nen der Euler-Winkel, die zu anderen Formeln flihren.

- Linearisierung:
 Fur kleine Winkel vereinfacht sich die Matrix zu

, 1 -y ©
[R ]0: P 1 —¢
U

« Dabei sind die Winkel im Bogenmal3 zu nehmen.

Starrkorperdynamik
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1.1 Lage

 Die linearisierte Matrix setzt sich zusammen aus der Ein-
heitsmatrix und drel antimetrischen Matrizen:

10 0/ o =10l [o o 1] [oo o
RY,=l0 1 ol+/1 o olw+l o0 0 olo+0 0 —1|d
00 1[0 0 0f |[-1 00 [01 0

- |RYo=[1]+[2, ]y +[e,]0+]e,]d
* Die antimetrischen Matrizen stellen kleine Drehungen um die

Z-, y- und x-Achse des Systems Oxyz dar.

« Bel kleinen Drehungen addieren sich die Matrizen der Tell-
drehungen zur Gesamtmatrix.
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1.2 Geschwindigkelit

* Absolutgeschwindigkeit eines Punktes auf dem Kaorper:

- Da der Korper starr ist, hat ein beliebiger Punkt P im kOrper-
festen Bezugssystem Bénd keine Relativgeschwindigkeit.

- Die Absolutgeschwindigkeit stimmt mit der Fuhrungsge-
schwindigkelit uberein:

VP:VB‘|‘(0><I"BP

Starrkorperdynamik
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1.2 Geschwindigkelit

* Winkelgeschwindigkeit:

- Fir den Tensor der Winkelgeschwindigkeit gilt: Q=R R"
- Seine Komponenten im ortsfesten System Oxyz sind

{Q}OZ[R}O[RE
- Mit [R|,=|R,|,|Ro|,|R,|, berechnet sich die Ableitung zu

RIo=[Ry Jo| Ro|\| Ry |+ Ry|o| Ro|,| Ry + Ry o | Rol, [ R,

Starrkorperdynamik
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1.2 Geschwindigkelit

- EInsetzen ergibt
{Q}():[Rwlo[Re]l [R¢}2{R¢}2T[R9}

+[Rw}0[R911[R¢}2[R¢}
+[Rw O[Re]l[Rcblz[R

T

|
:[Rwlo{Rw]o‘F[Rw}o[Re 1[R9}1 [Rw]cT)
+[Rw}0:R9}1[R¢lz[ {Rw}g
:{Qw}o_l_:T}Ol[Qe]l{T}(T)l_l_[T}OI[T}IZ{ch}
=[Qy Q0o+ Q4
- Die Winkelgeschwindigkeiten der einzelnen Drehungen ad-
dieren sich.

T T

T}IZ[T}OI

)|
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1.2 Geschwindigkelit

- FUr die zugehorigen Vektoren der Winkelgeschwindigkeit

gilt: o
0 0 b
w,],= 0], [we]={0], [w,],=|0
N 0 0

- Umrechnung in das Koordinatensystem Oxyz ergibt:

.COS<L|)) —sin(y) 0lfo .—sin(q)).
03], =[T 1[0, =|sin(w) cos(w) 0][6|=| cos(w) |0
0 0 o] | o

Starrkorperdynamik
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1.2 Geschwindigkelit

[ cos(0) O sin(@)“cb. . cos(0) .
wy =[Tlofwgl=| 0 1 0 [o]5 o |[¢
—sin(0) 0 cos(0)][0] |—sin(0)]

cos(yp) —sin(y) olf cos(0) .
Wy )o=|T lo1|0y),=sin(y) cos(p) 0 0 |¢
0 0 1||—sin(0)]
cos(y )cos(0)
=| sin(y)cos(0) |P
—sin(0)
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1.2 Geschwindigkelit

- Damit gilt im ortsfesten Koordinatensystem Oxyz:

w, .cos(q))cos(G) —sin(y) O .c|>
w|,=|w_ |[=|sin(w)cos(0) cos(w) 0} 06
w.| | —sin(6) 0o 1y

- Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im kdrperfes-
ten System Bénd berechnen sich aus

ZU {w}B:[T}gB[(D]O

o] [1 0 —sin(0)
w=|w [=[0 cos(¢dp) sin(d)cos(0)
| 0 —sin(¢p) cos(db)cos(0)]| W)

. @..e_..
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1.2 Geschwindigkelit

- Auflosen der letzten Gleichung nach den Ableitungen der
Euler-Winkel ergibt

.Ci>. | .COS(O) sin(¢)sin(0)  cos(¢)sin(0) ”wg-
0 :cos(e) 0 cos(¢p)cos(0) —sin(dp)cos(0)|lw,
W 0 sin () cos(dp) ] o]

- Aus diesem nichtlinearen Differenzialgleichungssystem

konnen die Euler-Winkel bei gegebenen Winkelgeschwin-
digkeiten ermittelt werden.

- Fir 6==m/2 kdnnen die Gleichungen nicht aufgeldst wer-
den.
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1.2 Geschwindigkelit

- Wenn diese Winkel auftreten kbnnen, mussen besondere
Vorkehrungen getroffen werden.

- Das Problem lasst sich umgehen, wenn zur Beschreibung
der Orientierung des Korpers im Raum vier Euler-Parame-
ter oder Quaternionen verwendet werden.

- Fur kleine Winkel konnen die Gleichungen wieder lineari-
siert werden:

bl [1 0 0 ||wg
Q =0 1 —¢|lw,
W .0 ¢ 1 W
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