2. Impuls- und Drallsatz

* Einleitung:
- Aus den kinematischen Beziehungen r;=v,
und
.ci). | .cos(e) sin (¢ )sin(0) cos(cb)sin(e)”wgl
0|= 5 0 cos(¢dp)cos(0) —sin(Pp)cos(0)||w,
03 cos ( ) 0 sin (¢ ) cos () [ o]

lassen sich der Ort des Bezugspunktes B und die Euler-
Winkel ermitteln, wenn die Geschwindigkeit des Bezugs-
punktes und die Winkelgeschwindigkeit bekannt sind.

- Um diese Grofden zu bestimmen, werden sechs weitere
Gleichungen benotigt.
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2. Impuls- und Drallsatz

- Der Impulssatz stellt eine Beziehung zwischen den Ge-
schwindigkeiten und den am starren Korper angreifenden
Kraften her.

- Der Drallsatz stellt eine Beziehung zwischen den Ge-
schwindigkeiten und den am starren Korper angreifenden
Momenten her.

- Impuls- und Drallsatz liefern die fehlenden sechs Gleichun-
gen.

- Impuls- und Drallsatz fur den starren Korper lassen sich aus
dem Impulssatz fur ein Massenelement herleiten.

Prof.
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2. Impuls- und Drallsatz

e Impulssatz:

- Am freigeschnittenen Mas-
senelement dm wirken

e die aul3eren Krafte dF
« die inneren Krafte dFI,

* Die inneren Krafte sind die
Krafte, die die benachbarten
Massenelemente auf das be-
trachtete Massenelement
ausuben.

Starrkorperdynamik
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2. Impuls- und Drallsatz

- Der Impulssatz fur das - Das Integral Uber die au-
Massenelement lautet: Reren Krafte ergibt die
i .dm=d F+d F, resultierende Kraft:
- Integration tber den Kor- dezF
per ergibt K
g - Aus der Definition des
dm=|dF+| dF,
i Fra J; { ; Schwerpunkts,
- Wegen Actio = Reactio m,,S:f rodm,
verschwindet das Integral X
der inneren Krafte:
folgt:
| dF=0
K

mrszf F,dm
K
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2. Impuls- und Drallsatz

- Damit lautet der Impulssatz flr den Korper:

mr¢=F

- Der Schwerpunkt eines starren Kdrpers bewegt sich so, als
ob alle Krafte an ihm angriffen und die gesamte Masse in
Ihm vereinigt ware.

- Der Impulssatz fur den starren Korper wird daher auch als
Schwerpunktsatz bezeichnet.

- Wird als Bezugspunkt der Schwerpunkt gewahlt, so gilt:

mvg=mve=1F

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdyn; r2nllg



2. Impuls- und Drallsatz

» Drallsatz:
P |
¢
dm
rP dF
Z
n
S b
e B n
I’B b§
@,
ex O e Y 9
y
X
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2. Impuls- und Drallsatz

- Der Impulssatz flr das Massenelement lautet:
iFodm=v,dm=d F+d F,

- Daraus folgt:  rgpXv,edm=rg,Xd F+rgpXd F;

- Integration Uber den Korper ergibt:
f rBPXifpdmzf rgpXd F—I—f repXd F,
K K K
- Wegen Actio = Reactio heben sich die Beitrage der inneren
Krafte auf:
f regpXdF.=0
K
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2. Impuls- und Drallsatz

Die Beitrage der auf3eren Krafte summieren sich zu dem
resultierenden Moment der auf3eren Krafte um den Punkt B:

| rppxd F=M,
K

Damit bleibt: [ #ypxv,dm=M,
K

Es gilt: rBPX‘.)P:E(rBPXVP)_iﬂBPXVP

Mit Fap=WXF g, UNA v, =V, +WXr g,

folgt:  F#ppX ¥ p=(WXF gp| X[V g+ WX F p | =[0XF p | XV

Prof.
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2. Impuls- und Drallsatz

- Damit berechnet sich das Integral zu

frBPXi)Pdm=f%(rBP><vP)dm—
K K

_d
dt 4

- Das verbleibende Integral

wxf Foppdm|Xv,
K

(rBPXvP)dm—(merBS)X 1

LBzf (rBPXvP)dm
K

wird als Drall oder Drehimpuls des Korpers bezuglich des
Punktes B bezeichnet.
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2. Impuls- und Drallsatz

- Fur die zeitliche Anderung des Dralls gilt:

LB—m(erBS)XszMB

- Diese Beziehung wird als Drallsatz, Drehimpulssatz oder
Momentensatz bezeichnet.

- Bel geeigneter Wahl des Bezugspunktes lasst sich der
Drallsatz noch vereinfachen.

Starrkorperdynamik
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2. Impuls- und Drallsatz

- Wenn es einen kdrperfesten Punkt B gibt, dessen Ge-
schwindigkeit null ist, so wird dieser Punkt als Bezugspunkt
genommen.

- Bezuglich dieses orts- und korperfesten Bezugspunkts lau-
tet der Drallsatz: L,=M,

- Gibt es keinen orts- und korperfesten Bezugspunkt, dann
wird der Schwerpunkt des Korpers als Bezugspunkt ge-
wahilt.

- Wegen r =0 gilt: L=M, I

- Die Anderung des Dralls beziiglich des Schwerpunkts ist
gleich dem Moment der auf3eren Krafte.
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2. Impuls- und Drallsatz

* Beispiel: Rollende Scheibe - Geometrie:
na
F,
s / \
X S
7 " g
- Im Schwerpunkt der
Scheibe greift die kon- i
stante Kraft F an. © So > ¢
*
- Zu untersuchen ist die i
Bewegung der Scheibe. Z
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2. Impuls- und Drallsatz

- Kinematische Zwange:

* Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts in vertikaler Richtung
ist null:  vg=0

* Rollbedingung: Die Geschwindigkeit von Punkt A ist null.
v, =vetwXrg, =0 AY

VS:VSex, (D:_(Dez

rs=—Re,

— O0=vse +wRe Xe,
z(vS—ooR)ex

— V,=WR

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdyzn 2ml”§



2. Impuls- und Drallsatz
- Freischnitt: - Drallsatz bezlglich S:
Ls:Ms
e —[~Re, x|~ e,
o =—R A, e,
X - Berechnung des Dralls:
A
A, Lszf(rS,,va)dm
A s
e Im kOrperfesten System
- Schwerpunktsatz: gilt: P 4

ex
—I—(Ay—mg)e

mvse =F—A,

y

rop=5be+tnb +T bc

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper
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2. Impuls- und Drallsatz

« Mit der Geschwindigkeit
vpzvs+w><rspzvs+(—w bc)x(g be+nb,+T bc)
=vg—wgb,+wn b

berechnet sich der Integrand zu
FopXVp=rgX vs+(§b§+r| b,+<C bc)Xw(n bg—‘ébn)
=7 op X vs+w(—§2b§—n2bc+‘gn b,+¢tT bg)
=rgpX vS—i—w[E‘Q be+1Tn bn—(§2—|—n2)bcl

« Das Integral Uber den ersten Summanden verschwindet:

f (rSPXvS)dmzf ropdmXve=0
K K

Starrkorperdynamik
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2. Impuls- und Drallsatz

« Mit dm=pdV =pdTCTdA Dperechnen sich die Ubrigen Integrale
zU

dA=0

A4 \—dI2

dl2
fzz;dm pf( | grac

dl2

f ncdt

—d/2

fn?;dm pf dA4A =0

dl2

€ +n’ fdc

—d/2

4
=21Tpd—=1—Tr pAdRzzl—Rzm
4 2 2

R

fr3dr

0

dA= pdf d

f§+n dm= pf

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper
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2. Impuls- und Drallsatz

L 1
e Damit gilt fur den Drall: LS=—5mR2wbc

- LOsung der Gleichungen:
 Wegen b,.=e_ folgt aus dem Drallsatz:
lmRzmzRAx - Ax=lmRm
2 2

* Einsetzen in den Schwerpunktsatz flhrt auf

: : 1 . . 2 F
mv¢=mRw=F——mRw - w=———
3mR
* Aus der Rollbedingung folgt
. 2 F
3 m
Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdynamik
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2. Impuls- und Drallsatz

- Euler-Winkel:

¢ Mit we=w,=0, w.=—wt lauten die Differenzialgleichungen
far die Euler-Winkel

QJ:—COS((I)) wt, 0=—sin(p)wt, d=cos(d)tan(0)w?

cos(0)

 Fur die Anfangsbedingungen y(0)=0, 0(0)=0, ¢$(0)=0

lautet die LOsung: LI)(t)Z—%(btz, 0(z)=0, $(z)=0

« Das Anfangswertproblem flr die Euler-Winkel lasst sich des-
halb so einfach I6sen, weil die Richtung der Achse, um die
sich der Kdrper dreht, zeitlich konstant ist.

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdyzn 2”11';
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