3. Tragheitstensor

* Im Beispiel der rollenden Scheibe hangt der Drall linear
von der Winkelgeschwindigkeit ab.

* Bel der Berechnung des Dralls treten Integrale Gber die
Geometrie des starren Korpers auf.

* Es soll nun allgemein gezeigt werden, dass zwischen dem
Vektor der Winkelgeschwindigkeit und dem Drallvektor ein
linearer Zusammenhang bestent.

* Dieser lineare Zusammenhang wird durch den Tragheits-
tensor beschrieben.
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3.1 Definition

« Definition des Tragheitstensors:
- Der Drall ist definiert durch LB=f(rBP><vP)dm
- Mit vp=vz+wXrg folgt: :

LB:f rBPdevB—I—f rBPX(erBP)dm
K K

=mrBS><vB+f rBPX(erBP)dm
K
Diese Formel zeigt, dass zwischen Drall und Winkelge-

schwindigkeit ein linearer Zusammenhang bestent:

Ly=mrzXvy+J w0

- Der Tensor J_ wird als Tragheitstensor bezeichnet.

Starrkorperdynamik
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3.1 Definition

- Wenn als Bezugspunkt der Schwerpunkt gewahlt wird oder
wenn die Geschwindigkeit v des Bezugspunktes null ist,

verschwindet der erste Summand:
Li=J,w und L,=J,w fur v,=0

 Komponenten im korperfesten System Bénc:

- Mit der allgemein gultigen Beziehung

aX|bxc|=bla-¢|—cla-b]

folgt:
Jszf rBPX(erBP)dmzf [w(rBP-rBP)—rBP(rBP-(o)]dm
K K
Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdynamik
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3.1 Definition

- Im korperfesten Koordinatensystem gilt:
Fegp=5betMb ,+CTh,, W=w¢be+w, b +w.b,
- Damit berechnet sich der erste Summand zu
fw(rBP-rBP)dm=wf (§2+n2—|—§2)dm
imgf (§2+n2+7;2)drl; be+w, [ [€+n’+C’|dmb,
K K

—I—(o?;f (§2+n2+c2)dm b,

Starrkorperdynamik
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3.1 Definition

- FUr den zweiten Summanden folgt

}[ rBP(rBP-w)dmz_I[ rBP(E We+Nnw, +T wc)dm

:f (§2w§+§n w,+&T wg)dm b§+f (n};wg+n2wn+n§wc)dm b,

+f (§§w§+§nwn+czwc)dm b,

- Damit ist gezeigt'
f ‘4’ a’mooE f‘éndm(o f&Cdme]bg

K

+ —fn‘édmw§+f ‘e; +C dm w, fr]Ca’mu)c b,

-+ —J”C‘(;a’mooE fY;ndmoo +f g +r| a’mmc b,

Starrkdrperdynamik
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3.1 Definition

- Massentragheitsmomente: - Deviationsmomente:
JBgz}:(nz—l—Cz)dm JBganBngz—UI;‘éndm
S 5o =J &+ dm JBnc=JBCn=—}" n<dm
JBC=U];(§2+n2)dm JBECZJBCEZ—}:ECdm

- Die Deviationsmomente
werden auch als Zentrifu-
galmomente bezeichnet.

Starrkérperdynamik
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3.1 Definition

- Im korperfesten Koordinatensystem Bén{ wird der Trag-
heitstensor durch die Matrix
e Jpen e

n

[JBlB: Sone Jan S

n

Jeee Jpen e

dargestelit.

- Die Elemente dieser Matrix hangen nur von der Geometrie
des Korpers ab und nicht von der Zeit.

- Achtung: Oft werden die Deviationsmomente ohne das Mi-
nus-Zeichen definiert. Dann tritt das Minus-Zeichen in der
Matrix auf.

Starrkorperdynamik
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3.1 Definition

* Beispiel: Quader
- Gegeben: <A

* Quader mit Kantenlan-
gena, b, c |

- Gesucht: |

 Tragheitstensor bezlig-
lich Schwerpunkt S

Q

‘U)
|
|
(\ |
=

\j

3

Dichte p = const.

Starrkorperdynamik

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper 2 3.9



3.1 Definition

- Massentragheitsmomente:

Jse=[ 04T dm=[ (W’ +C|pav

b12 [ cl2 1 bl2 1 C=cl2
=ap [ | J [w+clac|dn=ap | nz?;+§?;3] dn

—bl2 Z_Clz | —b/2 C=—c/2

bl2 3 n=>b/2

2 2| c 1 3 2 3

=ap Nc+=|=| |dn=ap| =N c+——c'7

—!)';2 3 2 3 38 n=—>b/2

2[ b\’ 1 3 1 (2, o) 1 .
=ap| Z| =| c+—=c’b|=pabc-—|b’+c’|=—m|b’+

P37 “T¢ paclz( 3 12m( ¢’
Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdynamik

2.3-10



3.1 Definition

- Entsprechend folgt: J, =
- Deviationsmomente:
cl2
Jsgﬁ—f%ndm:—p f
K —c/2
2 [ b2 T 5
oI | [
—c/2_—b/2 i
cl2 [ b2 7
Z—F)f f 1 r}
—c/2_—b/2

- Entsprechend folgt:

1
—m

12

bl2

J

—b/2

E=al2

d

E=—al2

2
a

8

dn

(az—l—cz), J

al?

f ENd g

—al2

dC

0

dC

Ssne=0, 5 =0

ST

1
—m

12

dndC

(a2+b2)

Prof. Dr. Wandinger
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3.2 Satz von Steiner

» Aufgabenstellung:

- FUr viele Korper sind die
Elemente des Tragheits-
tensors bezlglich des
Schwerpunkts tabelliert.

- Wenn sich der Korper um
einen ortsfesten Punkt
dreht, der nicht der
Schwerpunkt ist, muss
der Tragheitstensor um-
gerechnet werden.
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3.2 Satz von Steiner

* Vektorielle Herleitung des Satzes von Steiner:

- Der Tragheitstensor bezuglich Punkt B ist definiert durch

JB(ozf rBPX((anBP)dm
K

- Mit rgp=r—rgg lautet der Integrand
rBPX((oXrBP)z(rSP—rSB)X[wX(rSP—rSB)]
=(rSP—rSB)><(w><rSP—(D><rSB)
zrspx(wxrSP)—rSBX(erSP)—rSPX((erSB)—I—rSBX(erSB)

Starrkorperdynamik
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3.2 Satz von Steiner

- Mit erPX(erSP)dm=JSw
K
und erPdmz() (Schwerpunkt)
K

folgt der Satz von Steiner:

Jpw=J w+m rSBX(erSB)

Starrkérperdynamik
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3.2 Satz von Steiner

« Komponenten des Tragheitstensors bezuglich B:

- FUr das doppelte Vektorprodukt gilt

”SBX((”X”SB):(D(’”SB"’SB)_”SB(’”SB'(D)

- Mit rSB:ng’é_l_ann_l_CBbC

folgt wie bei der Herleitung des Tragheitstensors:

rSBX(werB):[(né_l_Cé)wE_EBann_EBCBwCIb:g

_I_
_I_

__nBEB(Dg_I_(Eé_'_C?B)wn_nBcBwC_

2 2
__CBEBwE_CBann+(§B+nB)wi_

b

n

by

Prof. Dr. Wandinger
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3.2 Satz von Steiner

- Ergebnis:

Jge = Jge + mny+¢)
Jgw = Jsi + mlEp+C)
Jye = Jgo + mlEhtn)
JB’én = JSEn o manB
JBm; — JSnC — mngGCy
JBgc — Jsgg m¢zCp

. (¢, n,, ¢)sind die Komponenten des Vektors vom Schwer-
punkt S zum Bezugspunkt B im korperfesten Koordinatensys-

tem.

Prof. Dr. Wandinger
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3.2 Satz von Steiner

» Beispiel:
- Gegeben: 7\

* Quader mit Kantenlan-
gena, b, c

 Tragheitstensor bezlig-
lich Schwerpunkt S

NG
- Gesucht: I’ y r >
°

* Tragheitstensor bezug- £y B y
lich Punkt B

Dichte p = const.
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3.2 Satz von Steiner

- Vektor vom Schwerpunkt S zum Bezugspunkt B:

a b c a b C
"=y Pety Pyt T Ty Ty LTy
- Massentragheitsmomente:
JBE=é(b2—|—02)m—|—%(b2—|—cz)m=%(b2—|—cz)m
JB”ZII_Z( 2—|—cz)m—l—i(a2—l—cz)m=l( 2—I—cz)m
1 1 1
JBCZE( 2—I—b2)m—|—z(a2+b2)m=§( 24—192)171
- Deviationsmomente:
1 1 1
JBgnz—Zabm, JBnc:Zbcm’ Jng:Zacm
Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdynamik
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3.2 Satz von Steiner

e Zusammengesetzte Korper:

- Der Tragheitstensor eines zusammengesetzten Korpers
lasst sich berechnen, indem die tabellierten Werte fur die
Massentragheitsmomente und Deviationsmomente auf den
gemeinsamen Bezugspunkt umgerechnet und anschliel3end

addiert werden.
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3.2 Satz von Steiner

» Beispiel:
- Gegeben:

N

e a=b=d=2cm

e c=e=4cm 3
=m_ =3k T
e M =m,=93Kkg I \0>
- Gesucht: T N
. ‘e © m1
* Tragheitstensor bezig- i B
lich Punkt B / > 1
-
¢
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3.2 Satz von Steiner

Korper 1 Korper 2
S 1 1 cm
Mg -1 -2 cm
(s -2 -3 cm
e 5 5 kgem?
I, 5 2 kgem?
g 2 5 kgem?
m(n,” +¢.) 15 87 kgcm?
m(¢.> +C.°) 15 78 kgcm?
m(¢,” +n.’) 6 15 kgcm?’

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdy2n 2”;”;



3.2 Satz von Steiner

Korper 1 Korper 2 Gesamt
g 20 92 112 |kgen?
o, 20 80 100  kgem?
o 8 20 28  |kgen?
Joe, 3 6 9 kgcm?
Jonc 6 .30 36 kgem?
Joe; 6 15 21 kgent?

Prof. Dr. Wandinger
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3.3 Koordinatentransformation

- Seien B, =B¢ n.¢ und B = B¢ n ¢ zwei korperfeste Ko-
ordinatensysteme.

 Die Matrix [T}, transformiert die Koordinaten eines Vek-
tors x von System B, in das System B :

[x}zz[TLl[xL

 Aus [L}zz[T]zl[L]lz[T}zl:J}l{w}l:[T}zl{JHT};[(UEZ[JHCU]z

folgt: [J:2:{T}21[J]1{T]2Tl
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3.4 Kinetische Energie

* Herleitung:

- Betrachtet wird ein Korper, dessen Schwerpunkt sich mit
der Geschwindigkeit v_ bewegt und der sich mit der

Winkelgeschwindigkeit w dreht.

- Seine kinetische Energie ist die Summe der kinetischen
Energien aller Massenelemente:

EKzlf Vpvpdm
2 K
- Fur die Geschwindigkeit eines beliebigen Korperpunktes

gilt:

Vp=VTWXF¢p
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3.4 Kinetische Energie

- Mit vP-vP:(vS—I—erSP)-(vS-I—erSP)
:Vs'vs+2vs’(wxrsp)_l_(wxrSP)’(werP)

folgt:

k_1 2
E " =—mvi+vg

> wa ropdm

1
J +§f(w><rsp)-(w><rsp)dm

K

- Der erste Summand auf der rechten Seilte ist die kinetische
Energie infolge der Geschwindigkeit v_des Schwerpunktes.

- Der zweite Summand ist wegen
f ropdm=ro=0

gleich null. :

Starrkorperdynamik
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3.4 Kinetische Energie

- Mit der Lagrangeschen Identitat
laxbl-lexd|=la-¢|lb-d|—|b-c|la-d|
folgt fir den dritten Summanden:

f(erSP) (erSP dm ” w- (n) rsp-rsp)—(rsp~w)(w-rsp)]dm

—w” rSP rSP rSP(rSP-w)_dmzw-JSw

* Ergebnis:
- Fur die kinetische Energie des starren Korpers gilt:
1 1
EK=§mv§+§w-JSw
Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdynamik
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3.4 Kinetische Energie

* Folgerung:

- Da die kinetische Energie immer positiv ist und jede Dre-
hung des Kdrpers mit einer kinetischen Energie verbunden

Ist, gilt:
w-Jw>0

- Der Tragheitstensor ist positiv definit.
« Koordinatendarstellung:

- In einem korperfesten Koordinatensystem Bénd qilt fur die
kinetische Energie der Drehbewegung:

w}g[']slg{w]za
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3.4 Kinetische Energie

- Sind B, =B¢.n.¢ und B = B¢ n ¢ zwei korperfeste Koordi-
natensysteme, so gilt:

T T

w7 ol =T wh] 4], [T] o,

:[w]g[T}zl[Jsll{T]le[w}zz[mesl (0}2

)

- Durch das Transformationsgesetz fur den Tragheitstensor
wird also gewahrleistet, dass die kinetische Energie nicht
vom Koordinatensystem abhangt.
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3.5 Hauptachsen

» Definition der Hauptachsen:

Aus der Matrixdarstellung kann abgelesen werden, dass
der Tragheitstensor symmetrisch ist.

AulRerdem wurde gezeigt, dass der Tragheitstensor positiv
definit ist.

Daher hat der Tragheitstensor drei reelle positive Eigenwer-
teJ, J,, und J_, die als Haupttragheitsmomente bezeichnet

werden.

Die zugehorigen Eigenvektoren b , b und b, stehen senk-
recht aufeinander: b,-b,=0, b, b,=0, b,-b,=0

Prof.

Dr. Wandinger 2. Der starre Korper
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3.5 Hauptachsen

- Die Eigenvektoren kbnnen so normiert werden, dass sie
Einheitsvektoren sind.

- Das dadurch definierte Koordinatensystem H = B123 wird
als Hauptachsensystem bezeichnet. Die Koordinatenach-
sen heil3en Hauptachsen.

- Im Hauptachsensystem wird der Tragheitstensor durch die
Diagonalmatrix

J, 0 0
[JS lH =10 J 2 0
0 0 J,
dargestellt.
Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Kdrper Starrkorperdynamik
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3.5 Hauptachsen

 Berechnung der Hauptachsen:

- Die Haupttragheitsmomente sind die Nullstellen der charak-
teristischen Gleichung

det([J5|,—J[T],]=0

B

- Das ist eine kubische Gleichung —J+aJ’+bJ+c=0
mit den Koeffizienten

a=Jg+Jg,+J s =sp(J)
2 2 2
b=JsnetTsec T sen—J e sn=Tsnd sc = 56 sc

c=det(J )

Starrkérperdynamik
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3.5 Hauptachsen

- Wenn die Haupttragheitsmomente bekannt sind, kbnnen die
Hauptachsen aus den linearen Gleichungssystemen

({JSlB_Jk[I]B)[ble:[O]B’ k= 19293
berechnet werden.

- In der Praxis werden Haupttragheitsmomente und Haupt-
achsen in der Regel mithilfe eines numerischen Verfahrens
zur Losung von symmetrischen Eigenwertproblemen ermit-
telt.

- Gebrauchliche Verfahren sind z.B. das Verfahren von Jaco-
bi oder die Vektoriteration.

Starrkorperdynamik

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper 2.3-32



3.5 Hauptachsen

* Symmetrische Korper:

- Hat ein Korper eine Symmetrieebene, so kann eine Haupt-
achse sofort angegeben werden.

- Symmetrie bezuglich
n¢ - Ebene: 7

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdyzn %”é'g



3.5 Hauptachsen

e Zu jedem Massenelement an der Stelle (¢, n, {) gibt es ein
entprechendes Massenelement an der Stelle (-¢, n, 0).

e Also gilt:
Enz—f‘éndm 0, Joo= fgcdm 0

- Entsprechend folgt fur Symmetrie bezuglich der én - Ebene

fnCdm 0, Jee= f&@dm 0

und fur Symmetrie bezuglich der ¢ - Ebene:

Jeo=—] €ndm=0, J =—[nCdm=0
K K

Starrkorperdynamik
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3.5 Hauptachsen

Symmetrieebene Tragheitstensor Hauptachse

T, J, 0

én Jeo Jo 0O ¢-Achse
0 0 J
Je 0 0

ng 0 J, Ju é-Achse
I 0 Jnc J?;
AN

éC o J, 0 n-Achse

Starrkorperdynamik
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3.5 Hauptachsen

- Die Ubrigen beiden Haupttragheitsmomente sind Nullstellen
einer quadratischen Gleichung.

- Bel Symmetrie beziglich der én-Ebene lautet die charakte-
ristische Gleichung z.B.
Je—J  Jg, 0
0=| Joy Jo=d O[S,
0 0 J—J
=(J =) =T+ I | T+ T T~ T2

- Sie hat die Losungen J, =J, und

J.t+J
Jon= §2 ni\/

2

J‘é_‘]n
2

2
+J5,

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdyzn %rgllg



3.5 Hauptachsen

* Rotationssymmetrische Korper:

- Bel einem rotationssymmetrischen Korper ist die Rotations-
achse eine Hauptachse.

- In der Ebene senkrecht zur Rotationsachse ist jede Achse
eine Hauptachse. Es kdnnen zwel senkrechte Hauptachsen
beliebig gewahlt werden.

- Die Massentragheitsmomente bezuglich der beiden zur
Symmetrieachse senkrechten Hauptachsen sind gleich
grol3.
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3.5 Hauptachsen

o Kugelsymmetrische Korper:
- Bel einem kugelsymmetrischen Korper sind alle Achsen
Hauptachsen.

- Es konnen drei senkrechte Hauptachsen beliebig gewahlt
werden.

- Alle drei Haupttragheitsmomente sind gleich grol3.
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