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5.1 Zustandsgleichung

e Zustand:

- Der Zustand eines starren Korpers ist durch seine Lage und
seine Geschwindigkeit gekennzeichnet.

- Lageparameter:

» Ortsvektor des Bezugspunkts

» Euler-Winkel (oder andere Parameter zur Beschreibung der
Orientierung im Raum)

- Geschwindigkeitsparameter:

« Geschwindigkeit des Bezugspunkts
* Winkelgeschwindigkeit
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5.1 Zustandsgleichung

- Die Komponenten des Ortsvektors und des Geschwindig-
keitsvektors des Bezugspunkts werden ublicherweise im
ortsfesten Koordinatensystem angegeben.

- Die Komponenten des Vektors der Winkelgeschwindigkeit
werden in der Regel im korperfesten Koordinatensystem
angegeben.

- Bel Verwendung von Euler-Winkeln lauten die Zustandspa-
rameter:

T
[z]:[xB Y Zg b 0 @ vy Vg, Vi Wg W, W
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5.1 Zustandsgleichung

e Zur Ermittlung der 12 Zustandsparameter stehen 6 kine-
matische und 6 kinetische Gleichungen zur Verfugung.

 Kinematik:

- Fur die Ableitungen der Lageparameter gelten die kinemati-
schen Beziehungen:

Xp=Vp, $=w;+sin(¢)tan (0)w,+cos(P)tan(0)w,

V5=V, 0=cos(¢)w,—sin(P)w,

Z5= Vi Y = 1 (sin(¢)wn+cos(c|>)ooc)
cos(0)
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5.1 Zustandsgleichung

e Kinetik:

- FUr die Ableitungen der Geschwindigkeitsparameter gelten
Schwerpunktsatz und Drallsatz.

- Schwerpunktsatz: mvg=F
o« Mit Vg=Vy+dXrg+wX|wXr folgt:
mi)B=F—m(b><rBS—mw><((D><rBS)
« FiUr B = S vereinfacht sich der Schwerpunktsatz zu
mvg=F

« Im ortsfesten Koordinatensystem gilt: m[i}sl():[F]O
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5.1 Zustandsgleichung

- Drallsatz:

 |st der Bezugspunkt B ortsfest oder gleich dem Schwerpunkt,
dann lautet der Drallsatz:

"d L,
dt

+wWXL,=M,

« Im korperfesten Koordinatensystem gilt:

gyl 0= M 5|~y X [T ] 0],

B
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5.1 Zustandsgleichung

* In einem Hauptachsensystem lautet diese Gleichung:

.Jl ) 0..(b1. .MBI. .(Dl. .Jl ) 0..001.
0 J, 0||w,|=|Mz|—|w,|X|0 J, 0] w,
0 0 Ji|lwy| |[Mgy| |wy] [0 0 J;l||w;
e Ausrechnen ergibt:
Jyw, = My + (Jz_J3)w2(U3
Jow, = My, + (J3_J1)w3w1
Jywy; = My, + (Jl_Jz)w1(Uz

* Diese Gleichungen werden als Eulersche Kreiselgleichungen
bezeichnet.
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5.1 Zustandsgleichung

e Zustandsgleichung:

- Die 6 kinematischen und die 6 kinetischen Gleichungen
bilden ein System von 12 gekoppelten Differenzialgleichun-
gen:

2= f(z].0)]
- Bei gegebenen Anfangsbedingungen [z(0)]|=|z,

lassen sich daraus die Zustandsparameter fur jeden belie-
bigen Zeitpunkt berechnen.

- Die Zustandsgleichung kann in der Regel nur numerisch in-
tegriert werden.
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5.2 Korper im Schwerefeld

» Aufgabenstellung:

- FUr einen Korper, an dem nur die Gewichtskraft angreift,
soll die Zustandsgleichung aufgestellt werden.

* Vereinbarungen:
- Die Schwerkraft wirkt entgegen der ortsfesten z-Achse.

- Als korperfestes Koordinatensystem wird ein Hauptachsen-
system gewahilt.

- Als Bezugspunkt wird der Schwerpunkt gewahlt.
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5.2 Korper im Schwerefeld

e Kinematik:
- Ableitungen des Ortsvektors: |ig|,=|vl,
Xg=Vg,

YVs=Vs
Zg= Vs,

- Ableitungen der Euler-Winkel:

b=w,+sin(¢P)tan (0)w,+cos(P)tan(0)w;,
0=cos(¢)w,—sin(Pp)w,

(sin(¢)w2+cos(c|>)w3)

Lp:COS(@)
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5.2 Korper im Schwerefeld

e Kinetik:

- Schwerpunktsatz: [i)sl():i[F]O
m
‘.}szoﬂ ‘.}Syzoﬂ ‘.}Sz:_g

- Drallsatz:  [6o],=[J ], [[M],~[wlyx[Ts][w],]
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

» Aufgabenstellung:

- Betrachtet wird ein starrer Korper, der beliebige Drehungen
um den Schwerpunkt ausftihren kann.

- Das Moment der aulReren Krafte bezlglich des Schwer-
punkts ist null.

- Es soll untersucht werden, wie der Korper auf kleine Sto-
rungen reagiert.
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

» LOsungen der Eulerschen Kreiselgleichungen:

- Da keine Momente auftreten, lauten die Eulerschen Krei-
selgleichungen

Jw, = (JZ—J3)(02(03
J,w, = (J3—J1)oo3w1
Jyw, = (J,—J,]w,w,

- Drei Losungen dieser Gleichungen kbénnen sofort angege-

ben werden:
Wy, 0 0
[wlle 0 |, [wZ]BZ Wy, | [(03]B= 0 |, Wy, Wy, wy=const.
0 0 W3
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

- Das sind Drehungen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um eine der drei Hauptachsen.

e Stabilitatsanalyse:

- Bel der Stabilitatsanalyse wird untersucht, wie sich eine an-
fangs kleine Stérung einer Losung zeitlich entwickelt.

- Fur die Drehung um die 1. Hauptachse lautet die gestorte
Losung: W, (t)=wy,+Aw, (1)
W, (1)=Aw,(t)
w;(#)=A ws(1)

- Die Storungen sind zeitabhangige Funktionen.
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

- EInsetzen der gestorten Grof3en in die Eulerschen Kreisel-
gleichungen liefert:

J Aw, - = J 5] A w,A w, = 0
J,Aw, — (J3—J1)Aw3(u)01—l—Awl) = 0
J3Aw; — [J=Jy)|wy+Aw|Aw, = 0

* Erste Methode von Ljapunow:

- Bel der so genannten ersten Methode von Ljapunow wer-
den die Gleichungen linearisiert, indem Produkte und héhe-
re Potenzen der Storgrolden vernachlassigt werden.
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

- Die Linearisierung fuhrt auf

J, A w, = 0
S, A, — [Ji=J|w,Awy; = 0
JAw; — [J=J)jw,Aw, = 0

- Aus der ersten Gleichung folgt: A w,=const.

- Die zweite Gleichung kann nach Aw, aufgelost werden:
J, Aw,
Ji—J, Qo
- Damit lautet die dritte Gleichung:
1 JyJ;
o1 J;—J,

Aw,=

A @,—(J,—J,|wy Aw,=0
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

- Mit A2 = (2 (JI_J2)(J1_J3)
folgt daraus: A®,+NAw,=0
- Fall1: A*<0

- Dieser Fall tritt ein, wenn J. das mittlere Haupttragheitsmo-
mentist: J, <J <J,

« Mit a°’=—A’>0 lautet die Differenzialgleichung

Ad,—a’Aw,=0
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

- Sie hatdie Losung: A w,(t)=4,e" + 4,e
e Die Storung wachst exponentiell mit der Zeit an.

e Eine Drehung um die Hauptachse mit dem mittleren Haupt-
tragheitsmoment ist instabil.

- Fall2: A*>0
* Die Differenzialgleichung hat die Losung
A w,(t)=A,cos(Nt)+ A,sin(\¢t)

* Es liegt ein so genannter kritischer Fall vor. Die Stabilitat der
Losung kann nicht aus den linearisierten Gleichungen ermit-
telt werden.
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

* Direkte Methode von Ljapunow:

- Die Stabilitat der Losung im Fall 2 kann mit der direkten Me-
thode von Ljapunow untersucht werden.

- Dazu muss zunachst eine so genannte Ljapunow-Funktion
definiert werden. Das ist eine beliebige Funktion der Stor-
grofden, fur die qilt:

(1) ¥(0,0,0)=0
2) V(Aw,,Aw,,Aw,;)>0 innerhalb eines Gebiets um den
Nullpunkt
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

- EIne LOsung ist stabil, wenn
oV . oV . oV

gilt, wobei die Stérung (A w,,Aw,,Aw,) eine Losung der
nichtlinearen Storgleichung ist.

- EiIne Ljapunow-Funktion fir den momentenfreien Korper
lasst sich aus der kinetischen Energie und dem Quadrat
des Dralls konstruieren.

« Kinetische Energie:
2EK=J1(0001—|—A w1)2+J2A Wi+ J A w;
=J AW +J,A W +J A ws+J, wi +2J Wy A w,
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

 Quadrat des Dralls:
L2=Jf(0001—|—A (01)2+J2A m§+J3A w§
=JIAWHTA W+ T AW+ T w0 +2 T Wy A w,

- FdUr die Funktion
V=L'-2J,E"=J,[J,—J,|Awy+J,[J,—J,|A w;
gilt:  7(0,0,0)=0

- Da keine auBeren Krafte und Momente angreifen, sind E*
und L Erhaltungsgrof3en. Daher ist V zeitlich konstant:

V' =2{J,[J,=J | Aw, Aw,+J5[ T3 =T, |Aw; Aw,|=0
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

- Falla)J,>J undJ_ >J,
e Die Drehung erfolgt um die Hauptachse mit dem kleinsten
Massentragheitsmoment.

 Esgqilt V>0. Vist eine Ljapunow-Funktion und die Losung
daher stabil.

- Fallb)J, <J undJ, <J
e Die Drehung erfolgt um die Hauptachse mit dem grof3ten
Massentragheitsmoment.

 Esgqilt-V>0.-Visteine Ljapunow-Funktion und die L6sung
daher stabill.
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5.3 Stabilitat freier Rotationen

* Ergebnis:

- Drehungen um die Hauptachse mit dem kleinsten oder dem
grofdten Massentragheitsmoment sind stabil.

- Drehungen um die Hauptachse mit dem mittleren Massen-
tragheitsmoment sind instabill.

Prof. Dr. Wandinger 2. Der starre Korper Starrkorperdyzn%r_rgg



	Folie 1
	Folie 2
	Folie 3
	Folie 4
	Folie 5
	Folie 6
	Folie 7
	Folie 8
	Folie 9
	Folie 10
	Folie 11
	Folie 12
	Folie 13
	Folie 14
	Folie 15
	Folie 16
	Folie 17
	Folie 18
	Folie 19
	Folie 20
	Folie 21
	Folie 22
	Folie 23

