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1.1 Freiheitsgrade

● Definition:

– Die unabhängigen Bewegungsmöglichkeiten eines Systems 
von starren Körpern werden als Freiheitsgrade bezeichnet.

– Die Anzahl der Freiheitsgrade entspricht der Anzahl der Pa-
rameter, die vorgegeben werden müssen, damit die Lage 
der Körper eindeutig definiert ist.

● Massenpunkt im Raum:

– Die Lage eines Punktes im Raum ist durch die Angabe von 
3 Koordinaten eindeutig festgelegt.

– Ein Massenpunkt im Raum hat also 3 Freiheitsgrade.
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1.1 Freiheitsgrade

– Kooordinatensysteme:
● Kartesisch: ● Zylindrisch:
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1.1 Freiheitsgrade

● Kartesisch: ● Sphärisch:
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z P = r P cosP

r P =  x P2 yP2zP2

P = arctan  yP / x P 
P = arctan  x P2 yP2 / z P 
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1.1 Freiheitsgrade

● Starrer Körper im Raum:

– Ein starrer Körper im Raum hat 6 Freiheitsgrade.

– 3 Koordinaten werden benötigt, um den Ort des Schwer-
punktes im Raum festzulegen.

– 3 weitere Koordinaten werden benötigt, um die Orientierung 
des Körpers im Raum festzulegen.

– Die Orientierung im Raum kann z.B. durch die Euler-Winkel 
oder die Kardanwinkel beschrieben werden.
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1.1 Freiheitsgrade

● Ergebnis:

– Die Anzahl der Freiheitsgrade eines Systems liegt fest.

– Es gibt in der Regel verschiedene Möglichkeiten dafür, wel-
che Variablen als Freiheitsgrade gewählt werden.

– Es darf jedoch kein Freiheitsgrad von einem anderen ab-
hängig sein.

– Durch geschickte Wahl der Freiheitsgrade lassen sich viele 
Aufgaben stark vereinfachen.
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1.2 Zwangsbedingungen

● Zwangsbedingungen schränken die Bewegungsmöglich-
keiten ein:

– Ein Massenpunkt, der sich auf einer Fläche bewegen muss, 
hat nur noch 2 Freiheitsgrade.

– Ein Massenpunkt, der sich auf einer Kurve bewegen muss, 
hat nur noch 1 Freiheitsgrad.
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1.2 Zwangsbedingungen

● Ebenes Pendel:

– Der Massenpunkt muss 
sich auf einem Kreis be-
wegen.

– Er hat nur einen Frei-
heitsgrad.

– Als Freiheitsgrad kann 
z.B. der Winkel φ gewählt 
werden.
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y=0

x 2z2=L2
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1.2 Zwangsbedingungen

● Verbundene Massen:

– Die beiden Massen kön-
nen sich nur in x-Rich-
tung bewegen.

– Sie sind durch ein masse-
loses dehnstarres Seil 
verbunden.

– Das System hat 1 Frei-
heitsgrad.

– Zur Beschreibung kann 
z.B. x

1
 gewählt werden.
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y1=c1 , y2=c2 , z1=z 2=0

x 1=−x 2  x 1x 2=0
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1.2 Zwangsbedingungen

● Allgemeine Form der Zwangsbedingungen:

– Zwangsbedingungen werden durch im Allgemeinen nichtli-
neare Gleichungen der Form

beschrieben (holonome skleronome Zwangsbedingungen).

– Beispiele:
● Pendel:

● Verbundene Massen:

F i  x1 , y1 , z1 , , x n , yn , z n =0 , i=1, , r

F  x , z =x2z2−L2=0

F  x1 , x2=x1x2=0
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1.2 Zwangsbedingungen

● Anzahl der Freiheitsgrade:

– Für ein System von Massenpunkten gilt:

– Für ein System von starren Körpern gilt:

– Dabei ist f die Anzahl der Freiheitsgrade, n die Anzahl der 
Körper und r die Anzahl der Zwangsbedingungen (Restrik-
tionen).

f =3n−r

f =6n−r
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1.2 Zwangsbedingungen

● Verallgemeinerte Koordinaten:

– Ein System mit f Freiheitsgraden lässt sich durch f unab-
hängige verallgemeinerte Koordinaten q

1
, … , q

f
 beschrei-

ben.

– Die physikalischen Koordinaten sind Funktionen der verall-
gemeinerten Koordinaten:

– Die verallgemeinerten Koordinaten werden so gewählt, 
dass die Zwangsbedingungen erfüllt sind.

x k=x k q1 , ,q f 
yk= yk q1 , ,q f 
zk=z k q1 , , q f 

, k=1, , n
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1.2 Zwangsbedingungen

– Beispiel: Pendel
● Die physikalischen Koordinaten sind die Koordinaten x und z 

des Massenpunktes.
● Wird als verallgemeinerte Koordinate der Winkel φ gewählt, 

dann gilt für die physikalischen Koordinaten:

● Die Zwangsbedingung

ist für jeden Winkel φ erfüllt.

x

z

Lφ

x =L sin 
z =L cos

0=x 2z 2−L2

=L2 cos2sin2 −L2
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Definition:

– Virtuelle Geschwindigkeiten δv sind beliebige gedachte Ge-
schwindigkeiten des Systems, die mit den Zwangsbedin-
gungen vereinbar sind.

– Virtuelle Geschwindigkeiten können daher als tatsächliche 
Geschwindigkeiten auftreten, wenn entsprechende äußere 
Kräfte auf das System einwirken.
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Beispiel: Massenpunkt auf 
Fläche

– Der Vektor der virtuellen 
Geschwindigkeit liegt in 
der Ebene, die im Punkt 
P tangential zur Fläche 
ist, auf der sich der Punkt 
bewegen kann.

P δv
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Beispiel: Massenpunkt auf 
Kurve

– Der Vektor der virtuellen 
Geschwindigkeit ist tan-
gential zu der Kurve, auf 
der sich der Massenpunkt 
bewegen kann. 

P

δv
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Zwangsbedingungen für die Geschwindigkeiten:

– Ableiten der Zwangsbedingungen nach der Zeit führt auf die 
Zwangsbedingungen für die Geschwindigkeiten:

– Für die virtuellen Geschwindigkeiten folgen daraus die Be-
dingungen

d
dt
F i  x 1t  , y1t  , z1t  , , x nt  , ynt  , z nt 

=
∂F i
∂ x1

ẋ1
∂ F i
∂ y1

ẏ1
∂F i
∂ z1

ż1
∂F i
∂ zn

ż n=0, i=1, , r

∂F i
∂ x1

 ẋ 1
∂F i
∂ y1

 ẏ1
∂ F i
∂ z1

 ż1
∂F i
∂ z n

 żn=0, i=1, , r
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Zusammenhang mit den verallgemeinerten Koordinaten:

– Ableiten der Beziehungen für die Koordinaten nach der Zeit 
ergibt

– Für die virtuellen Geschwindigkeiten folgt daraus:

– Entsprechende Gleichungen gelten auch für die Koordina-
ten y

k
 und z

k
.

ẋ k=
∂ x k
∂q1

q̇1
∂ x k
∂q f

q̇ f , k=1, , n

 ẋ k=
∂ x k
∂ q1

 q̇1
∂ x k
∂q f

 q̇ f , k=1, , n
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Beispiel: Verbundene Massen

– Zwangsbedingung:

– Virtuelle Geschwindigkeiten:

x
1

x
2

m
1

m
2

F  x1 , x 2 =x1x2=0

  ẋ1 ẋ2=0

∂F
∂ x 1

=1,
∂F
∂ x 2

=1
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Beispiel: Pendel

– Zwangsbedingung:

– Virtuelle Geschwindigkeiten:

x

z

Lφ

δv

F x , z =x2z2−L2=0

 x  ẋz  ż=0

∂ F
∂ x

=2 x ,
∂ F
∂ z

=2 z
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

– Wird der Winkel φ als verallgemeinerter Freiheitsgrad ge-
wählt, so gilt:

– Für die Geschwindigkeiten folgt:

– Für die virtuellen Geschwindigkeiten gilt:

– Sie erfüllen die Bedingung

x=L sin  , z=Lcos 

 ẋ=Lcos  ̇ ,  ż=−L sin  ̇

ẋ=L cos ̇ , ż=−L sin ̇

x  ẋz  ż=L2 sin cos−cos sin   ̇=0
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Beispiel:

– Ein Klotz hängt an einem Seil, das über eine masselose 
Rolle geführt und auf einer Trommel aufgewickelt ist.

m
1

m
2
 , J

2

r
a

r
i
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

– Physikalische Koordina-
ten:

● Der Ort der Trommel 
wird durch die Koordina-
te x des Schwerpunktes 
beschrieben.

● Die Lage der Trommel 
wird durch den Winkel φ 
beschrieben.

● Der Ort des Klotzes wird 
durch die Koordinate y 
beschrieben.

x

y

φ

S

P
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

– Zwangsbedingungen:
● Die Trommel dreht sich um den Fußpunkt P.
● Für die Geschwindigkeit des Schwerpunktes S gilt:

● Der Weg, den der Klotz zurückgelegt hat, ist die Summe des 
Weges, den der Schwerpunkt der Trommel zurückgelegt hat, 
und der Länge des während dieses Weges abgewickelten 
Seils:

ẋ=ra ̇  F 1 x , y ,=x−r a=0

y=xr i  F 2 x , y ,= y−r ar i =0
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1.3 Virtuelle Geschwindigkeiten

● Für die virtuellen Geschwindigkeiten folgt daraus:

– Verallgemeinerte Koordinaten:
● Das System hat 1 Freiheitsgrad.
● Wird der Winkel φ als verallgemeinerte Koordinate gewählt, 

so gelten die folgenden Beziehungen zwischen physikali-
schen und verallgemeinerten Koordinaten:

 ẋ−r a ̇=0
 ẏ−rar i  ̇=0

x = ra

y = rar i 
 ẋ = ra ̇

 ẏ = rar i  ̇
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

● Impulssatz für den Massenpunkt:

– Die am Massenpunkt angreifenden Kräfte können in einge-
prägte Kräfte F(e) und in Zwangskräfte F(z) eingeteilt werden.

– Der Impulssatz für den Massenpunkt lautet dann

ma=F e F z 
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

● Beispiel: Pendel

– Eingeprägte Kraft: Ge-
wichtskraft G

– Zwangskraft: Seilkraft S

– Die Seilkraft steht senk-
recht auf der virtuellen 
Geschwindigkeit.

x

z

δv

G

S
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

● Prinzip von d'Alembert:

– Wenn ein Massenpunkt sich auf einer Kurve bewegen 
muss, so steht die Zwangskraft senkrecht auf der Tangente 
an die Kurve.

– Wenn ein Massenpunkt sich auf einer Fläche bewegen 
muss, so steht die Zwangskraft senkrecht auf der Tangen-
tialebene an die Fläche.

– Daraus folgt in beiden Fällen, das die Zwangskraft senk-
recht zu den virtuellen Geschwindigkeiten ist.
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Daraus lässt sich das Prinzip von d'Alembert folgern:

F  z ⋅ v=0

Ein Massenpunkt bewegt sich so, dass die virtuelle 
Leistung der Zwangskräfte zu jedem Zeitpunkt 
verschwindet.

Ein Massenpunkt bewegt sich so, dass die virtuelle 
Leistung der Zwangskräfte zu jedem Zeitpunkt 
verschwindet.
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

● Prinzip der virtuellen Leistung:

– Aus dem Impulssatz für den Massenpunkt folgt:

– Virtuelle Leistung der eingeprägten Kräfte:

– Virtuelle Leistung der d'Alembertschen Trägheitskraft:

m a⋅ v=F e ⋅ vF  z ⋅ v=F e⋅ v

 P=F e ⋅ v

 PT=FT⋅ v=−m a⋅ v
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Prinzip der virtuellen Leistung für einen Massenpunkt:

– Das Prinzip der virtuellen Leistung wird auch als Prinzip von 
Jourdain bezeichnet.

 P PT=0

Ein Massenpunkt bewegt sich so, dass bei jeder
virtuellen Geschwindigkeit die Summe der virtuellen
Leistungen der eingeprägten Kräfte und der d'Alem-
bertschen Trägheitskräfte zu jedem Zeitpunkt
verschwindet.

Ein Massenpunkt bewegt sich so, dass bei jeder
virtuellen Geschwindigkeit die Summe der virtuellen
Leistungen der eingeprägten Kräfte und der d'Alem-
bertschen Trägheitskräfte zu jedem Zeitpunkt
verschwindet.
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

● Massenpunktsysteme:

– Bei einem System von n Massenpunkten muss der Impuls-
satz für jeden Massenpunkt gelten:

– Für jeden einzelnen Massenpunkt ist die virtuelle Leistung 
der Zwangskräfte zu jedem Zeitpunkt null:

mi a i=F i
e F i

 z  , i=1, , n

F i
 z ⋅ v i=0, i=1, , n
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Damit folgt:

– Mit

und

folgt das Prinzip der virtuellen Leistung für Massenpunkt-
systeme:

∑
i

F i
e−mi a i ⋅ v i=0

 P=∑
i

 P i=∑
i

F  i ⋅ v i

 PT=∑
i

 PT i=−∑
i

mi a i⋅ v i

 P PT=0
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Die Anzahl der unabhängigen virtuellen Geschwindigkeiten 
entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems.

– Damit liefert das Prinzip der virtuellen Leistung genau so 
viele Gleichungen, wie das System Freiheitsgrade hat.

– Das Prinzip der virtuellen Leistung gilt sinngemäß auch für 
Systeme aus starren Körpern.

– Der große Vorteil des Prinzips der virtuellen Leistung ist, 
dass es die Zwangskräfte nicht enthält.
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

● Beispiel: Seiltrommel

– Für das dargestellte System, bestehend aus einer Seil-
trommel und einem Klotz, ist die Bewegungsgleichung auf-
zustellen.

m
1

m
2
 , J

2

r
a

r
i
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Die Zwangsbedingungen wurden bereits untersucht.

– Als verallgemeinerte Koordinate wird der Winkel φ gewählt, 
der die Lage der Trommel beschreibt.

– Dann gilt:

x

y

φ

S

P

x = r a

y = rar i 

 ẋ = ra ̇

 ẏ =  rar i  ̇



Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik
Starrkörperdynamik

4.1-37

1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Virtuelle Leistung der eingeprägten Kräfte:

m
1

m
2

S

G
2

G
1

 ẋ

 ẏ

 P=G1 ẏ=m1 g r ar i  ̇
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Virtuelle Leistung der Trägheitskräfte:

m
1

m
2
 , J

2

F
T2

M
T2

F
T1

 ẏ

 ẋ

 ̇

 PT=−F T 1 ẏ−FT 2 ẋ−M T 2 ̇

FT 1=m1 ÿ=m1 r ar i  ̈

FT 2=m2 ẍ=m2ra ̈

M T 2=J 2̈
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1.4 Prinzip der virtuellen Leistung

– Prinzip der virtuellen Leistung:

– Da die virtuelle Geschwindigkeit        beliebig ist, muss gel-
ten:

– Daraus folgt für die Winkelbeschleunigung:

 P PT=0

m1 g rar i  ̇−m1  rar i ̈ rar i  ̇

−m2r a ̈ ra̇−J 2̈ ̇=0

m1 g rar1 −[m1 rar i 
2
m2r a

2J 2 ]̈=0

̈=
m1  rar1 

m1 r ar i 
2
m2r a

2
J 2

g

 ̇
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