2. Lagrange-Gleichungen

« Mit dem Prinzip der virtuellen Leistung lassen sich die
Bewegungsgleichungen fur komplexe Systeme einfach
aufstellen.

* Aus dem Prinzip der virtuellen Leistung lassen sich die
Lagrange-Gleichungen herleiten, mit denen sich das Auf-
stellen der Bewegungsgleichungen weiter vereinfacht.

« Besonders einfach werden die Lagrange-Gleichungen flr
Systeme, bei denen alle eingepréagten Kréfte konservativ
sind.
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2. Lagrange-Gleichungen

2.1 Allgemeine Systeme
2.2 Konservative Systeme
2.3 Beispiel: Federpendel
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2.1 Allgemeine Systeme

* Verallgemeinerte Koordinaten:

- Bel einem System von n Massenpunkten wird die Lage der
Massenpunkte durch n Ortsvektoren r beschrieben.

- Wenn das System f Freiheitsgrade hat, dann sind die n
Ortsvektoren Funktionen von f unabhangigen verallgemei-
nerten Koordinaten q: ri=r i(qy,....q,), i=1,....n

- FUr die virtuellen Geschwindigkeiten gelten die Beziehun-
gen

or; or,;
a‘h

OF,=

l
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2.1 Allgemeine Systeme

* Virtuelle Leistung der eingepragten Krafte:

- FUr die virtuelle Leistung der eingeprégten Krafte gilt:
5 P= ZF 6r_ZF Z =ZZF§.‘”-2;"6qj
i j
- Die Reihenfolge der Summation darf vertauscht werden:
5P= Z Z F'o.
- Mit den verallgemeinerten Kraften Q,:Z Fge)'ggi
: j

folgt: 8 P=) 0,84,
j

8qj

Gq]

Starrkorperdynamik
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2.1 Allgemeine Systeme

- Beispiel: Pendel

r(cb)zR(sin(cb)ex+cos(c|>)ez) .
or ] R
ﬁzR(cos(cb)ex—sm(cb)ez)
F(e)=mgez ZV

_ e) OF : B .
Q,=F -ﬁ—mgez-R(cos(d))ex—sm(cb)ez)——ngs1n(c|>)

S P=0,8 b=—mg Rsin(¢)d ¢
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2.1 Allgemeine Systeme

* Virtuelle Leistung der Tragheitskrafte:

- FUr die virtuelle Leistung der Tragheitskrafte gilt:

o P,= Zmr 6r——Zmlr,

04,
aq]
— m.r O ¢ m.r O ¢
ZZ,,% q;= ZZ,,aq] 7
W d|. Or; or, or,
- Wegen —|#; . .

dt aq] Gq] Gq]

L. m.r;- =m.— P

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdynamik
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2.1 Allgemeine Systeme

- Aus r—r(ql,...,qf), i=1,...,n

fOIgt y 0 i + _|_ .
L=
aql aq]v qu
- Ableiten nach ¢, fuhrt auf Or;_0or;
0q, 04,
- Damit qilt:
. a ri d 5 l"i a i'i d 8 iﬂi 8 i,i
M F o =\ F o T | T e = M E o E
04 dt|\ ' 0q, dq; dt 0q, 0q,
Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdynamik
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2.1 Allgemeine Systeme

- Wegen o

( o« e ) a l" . n . 81’ 2 . ai/'l
——\m, PP |=m,——F,m i ——=2mF,; —
0q, oq; ' 0q, 04
OF; or or
i(mlrl rl):mi—l.ri_l_mzrl —:2mii’.l 1
@qj' 5q] @q] aq]
. or; . .
gilt: m;Fr;: d| 0 (1171-1’? -0 lWl,-l’iz)
aq] dt|0q,\2 0g;\2
- Die kinetische Energie eines Massenpunktes ist
T.:lm.v?:—m.iﬂ%
l 2 1 1l 2 1
Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdynamik
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2.1 Allgemeine Systeme

- Damit gilt far die virtuelle Leistung der Tragheitskrafte:

ZZmM =22

d 0T, 0T,
dt 0q;, Oq

0q;

i aq]

J

- Mit der kinetischen Energie I'= ZT des Gesamtsystems

folgt:
d|oT | oT |..
SP,=—) ( . )— 5q
—|dt\dq,;|] Oq;| "’
Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdynamik
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2.1 Allgemeine Systeme

* Prinzip der virtuellen Leistung:
- Aus dem Prinzip der virtuellen Leistung folgt damit:

6T
0q,

d
O~

SP+3P,=0 : )

J

- Da die virtuellen Geschwindigkeiten unabhangig voneinan-
der sind und das Prinzip der virtuellen Leistung fur beliebige
virtuelle Geschwindigkeiten gilt, muss jeder Summand flr

sich verschwinden.

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdyzz;r_rylé



2.1 Allgemeine Systeme

e Lagrange-Gleichungen 2. Art:

=0, j=l.f

J

dt 0q

d(aT)_aT

0q,

Starrkorperdynamik
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2.1 Allgemeine Systeme

* Beispiel: Pendel

- Kinetische Energie: T=%m(562+22)

- Mit der verallgemeinerten Koordinate ¢ gilt:

x=Rdcos(¢p), z=—Rdsin(Pp) — Tzémchb2
- Ableitungen der kinetischen Energie:
oT _ d oT _ oT _
m R’ m R’
8c|> P, dt 8c|> b od

- Bewegungsgleichung: m R*$=0,=—mg Rsin(¢)

Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

« Konservative Systeme:

- EIne Kraft heil3t konservativ, wenn die Arbeit, die sie an ei-
nem Massenpunkt verrichtet, nur vom Anfangs- und End-
punkt der Bahn abhangt, die der Massenpunkt beschreibt,
aber unabhangig von der Bahnkurve ist.

W12=f F-drzf F-dr
C C

1 2

- EIn System heil3t konservativ, wenn alle eingepragten Kraf-
te konservativ sind.

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdyzz;r_ryg



2.2 Konservative Systeme

- Die Gewichtskraft ist eine - Die Kraft einer linear elas-
konservative Kraft: tischen Feder iIst eine
konservative Kraft:
Z )\
Cz P2 7. r
B %WM\@—»
1 /’y
\ /
i / I . >
/
| O
777777 v
g ]
G F__ 2 2
w =—mg(22—zl) w —_50(52_51)
Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

 Potenzial:

- Der Wert des Potenzials einer konservativen Kraft an einem
Ort P ist gleich dem Wert der Arbeit, den die Kraft an einem
Massenpunkt verrichtet, wenn er vom Ort P an einen festen
Bezugspunkt P verschoben wird:

P,

P
V(P)=W,=| F-dr=—[ F-dr
P,

P

Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

- Potenzial der Gewichtskratft:

« Wird der Bezugspunkt bei z = 0 gewahlt, dann gilt fur
das Potenzial der Gewichtskraft in der Nahe der Erdoberfla-

che:
Ve(x,y,z)=mgz

- Potenzial der Federkraft:

* Wird als Bezugspunkt der unverformte Zustand gewéahlt, dann
gilt fir das Potenzial der Federkratft:

VF(S)Z%CS2

Starrkérperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

« Zusammenhang zwischen Kraft und Potenzial:

- Sel P’ ein Punkt, der sehr nahe bel Punkt P liegt.
- Dann gilt fur das Potenzial im Punkt P".
oV oV oV

V(P")=V(P)+AV=V(P)+—Ax+—Ay+—Az
0 X 0y 0z

- Dabel sind Ax, Ay und Az die kleinen Differenzen zwischen
den Koordinaten von Punkt P’ und von Punkt P.

- Aus der Definition des Potenzials folgt:

P’ P P’
V(Pﬁz—fl“drz—flldr—flldr
P, P, P

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik StarrkorperdyArrlz;r_rlll;



2.2 Konservative Systeme

Das erste Integral auf der rechten Seite ist gleich V(P).
Da P' nahe bel P liegt, qgilt fir das zweite Integral:

»
| Fdr=F-Ar=F Ax+F Ay+F_ Az
P

Damit ist gezeigt:

po OV o OV o OV O

’ 0 X g oy 0z or

Die Kraft ist gleich dem negativen Gradienten des Potenzi-
als.

Prof.

Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik
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2.2 Konservative Systeme

oV
0z

- Schwerkraft: V(x,y,z)=mgz — G,=— =—mg

ov'
0s

- Federkratft: VF(S):%csz — F =—

——CS

e Systeme von Massenpunkten:

- Bel einem System von Massenpunkten hangt die potenziel-
le Energie von den Koordinaten aller Massenpunkte ab:

V=vi(r,,...,r,)

- Wird nur ein Massenpunkt um Ar verschoben, dann verrich-

ten nur die an diesem Massenpunkt angreifenden Krafte
Arbeit.

Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

- Fur die Anderung des Potenzials gilt:

AV—a—VAr ——F Ar

or,

1/

oV

- Fur die Kraft auf einen Massenpunkt gilt also: Fg-e):—a_r

1

Damit berechnen sich die verallgemeinerten Krafte zu

O
0 ZF Z@V ri__ oV

- Dabei ist V(ql,...,qf)zV(rl(ql,...,qf),...,rn(ql,...,qf))

6qj or, aq] 6qj

Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

e Lagrange-Gleichungen 2. Art fir konservative Systeme:

- Wenn alle eingepragten Krafte konservative Krafte sind, lau-
ten die Lagrange-Gleichungen:
d|oT\ oTr __ oV _ d|oT
dt\0q,| dq, 0gq, dt\0q,

0
——2 [T-V]|=0
oy

- Die Funktion L=T-V

wird als Lagrange-Funktion bezeichnet.

Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

- Da die potenzielle Energie nicht von den Geschwindigkeiten
abhangt, erflllt die Lagrange-Funktion die Gleichungen

- Zur Ermittlung der Bewegungsgleichungen muss nur die ki-
netische und die potenzielle Energie berechnet werden.

- Die Bewegungsgleichungen folgen durch Differenzieren
nach den verallgemeinerten Koordinaten.

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdyzz;r_rglg



2.2 Konservative Systeme

* Beispiel: Pendel

> X
x=Rsin(¢), z=Rcos(d)
R

V=—mgz=—mg Rcos(d)
L:T—V:%mdef—kngcos(cb)

y
8_1.4: 2(')’ i a_L — 2(I) z
0P dt\ 0
oL . - .
ﬁ—_ngSHl(Cl)) - mR $+mgRsin(Pp)=0

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

e Beispiel: Seiltrommel

- FuUr das dargestellte System, bestehend aus einer Seil-
trommel und einem Kilotz, ist die Bewegungsgleichung auf-
zustellen.

Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

- Als verallgemeinerte Koordinate wird der Winkel ¢ gewahlt,
der die Lage der Trommel beschreibt: g = ¢

- Dann qilt:
vlg) = rg —~., )
y<q) Va‘l‘l”,-)q S @
dlg) = ¢ X
/ l
P y
Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdynamik

4.2-25



2.2 Konservative Systeme

- Kinetische Energie:

A 1 | 201 . 2
T''x,y,b)=—m, y+—m,x +—J
( Y (I)) 7 1V 5 5 > b

1

(] 1
] =—m
(Q) 5 1

ra+ri)2qz+%m2r§q2+5mz

- Potenzielle Energie:  Vi(x,y,$)=—m,gy

Vig)=—m glr,+rlq

- Lagrange-Funktion: L=T-V

2 .
ra—l—rl.) —I-mzrz—I—Jz]qz—leg

L(q,c']>=%[m1 r,trilg

Starrkorperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

- Ableitungen der Lagrange-Funktion:

£=[ml ra—l—ri)z—l—erz—l—Jz]q, a—Lzmlg ra—l—rl.)
0q 0q
d 8_L Z[ml ra+rl.)2+m2ri—|-J2]'q'
dt\0q
- Lagrange-Gleichungen: 4oL _8_L:()

dt\0q| O0Oq
[ml ra—l—ri)z—l—mzrj-l—Jz](']'—mlg ra—l—ri)zo

. ml ra—l_ri)

— q: 5 5 g
m, ra—l—ri) +m,r,+J,
Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdynamik
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2.2 Konservative Systeme

e Systeme mit konservativen und dissipativen Krafte:

- Wirken auf ein System konservative und dissipative Krafte,

dann konnen die konservativen Krafte in der Lagrange-
Funktion berucksichtigt werden.

- Die Lagrange-Gleichungen enthalten zusatzlich die verall-
gemeinerten dissipativen Krafte:

d| oL\ OL
04q;

dt

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdyzz;r_rglg



2.3 Beispiel: Federpendel

* Aufgabenstellung:

Der abgebildete Schwinger besteht aus
einem Massenpunkt der Masse m und
einer Feder mit der Federkonstanten c.

Die augenblickliche Lange der Feder ist
R.

Die Lange der Feder im entspannten
Zustand ist R..

Gesucht sind die Bewegungsgleichun-
gen, wenn vorausgesetzt wird, dass der
Schwinger sich nur in der Ebene be-
weqgt.

%

Ve.

Prof.

Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik
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2.3 Beispiel: Federpendel

* Verallgemeinerte Koordinaten:

- Die Lage des Massenpunktes liegt 2 m > X
eindeutig fest, wenn die aktuelle Lange
R der Feder und der Winkel ¢ gegeben
sind.

- Als verallgemeinerte Koordinaten wer-
den gewahlt:

R
QI:RTO’ qd,=d

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdyzz;rglé



2.3 Beispiel: Federpendel

- Zwischen den verallgemeinerten und den kartesischen Ko-
ordinaten besteht der Zusammenhang

x=Rsin(b)=R,q,sin(q,), z=Rcos(dp)=R;q,cos(q,)
- Daraus folgt fur die Geschwindigkeit:

Vx:x:Ro(%Sin(@z)"‘%ézcoswz))
Vz:ZZRo(%COS<Q2>_Q1Q2Sin(%))

Starrkorperdynamik
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2.3 Beispiel: Federpendel

« Kinetische Energie:

- FUr die kinetische Energie des Massenpunkts gilt:

. 1
T(Qsz’%’%):Em Vi""vi
1 2
:EmRO

1 | |
=5mR§ i+q.q)

(QI Sin(qz)_l_%qzcos(%))2_'_(%COS(%)_%%Sin(%))z]

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdyjr\;r_r;;



2.3 Beispiel: Federpendel

* Potenzielle Energie:

- Die potenzielle Energie setzt sich zusammen aus der po-
tenziellen Energie der Federkraft und der potenziellen

Energie der Gewichtskraft.

- Als Bezugspunkt fur die potenzielle Energie der Federkraft
wird die entspannte Feder gewahit.

- Dann gilt fur die potenzielle Energie der Federkraft:

1 1
VF(%’%)ZEC(R_Ro)z:ECRg(‘]l_l)z

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdyzz;r_rgg



2.3 Beispiel: Federpendel

- Als Bezugspunkt fur die potenzielle Energie der Gewichts-
kraft wird Punkt P gewabhlt.

- Dann qilt fir die potenzielle Energie der Gewichtskraft:

VG(QI’ %):_ng2_ng091005<%)

e Lagrange-Funktion:
- Mit L=T—-V"=V" folgt;

.. 1 : : 1 2
L(ql,qz,qpqz):EmRﬁ((ﬁ“ﬁé]i)—gcRﬁ(ql—l)

"'ngo%COS(%)

Starrkorperdynamik
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2.3 Beispiel: Federpendel

* Ableitungen der Lagrange-Funktion:

oL 2. d|O0L 2.
= —mR —m R
og, o a’t(c’iql) o
6L_ 2 9. d| oL B o) .. 7.
ag, "N 7 dt(c’?qz =mRi[24,4,4,+412)
oL .
ﬁsz3Q1qg_CR§(ql_1)+ngOCOS(q2)
1
oL .
%Z_ngo%Sln(%)
2
Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkérperdynamik
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2.3 Beispiel: Federpendel

e Lagrange-Gleichungen:

d| oL _8_L:O
dt\oq,| O0q,
2. > .2 2 _
- mRo%_mRo%%"'_CRo(%_1)_ngOCOS(%)—O
d| 0L _@_L:O
dt\o0g,| O0q,

— mRé 2%%@2"’%@2 +ngoQ1Sin(Q2):O

Prof. Dr. Wandinger 4. Prinzipien der Mechanik Starrkorperdy;grglg



2.3 Beispiel: Federpendel

- Bewegungsgleichungen:

. . C
Q1_Q1Q§+E(Q1_1)_1%0005@2):0

91éz+29192+%Sin(Q2):O

0

R=R,q,, $=q,

Starrkorperdynamik
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2.3 Beispiel: Federpendel

« Spezialfall: Geradlinige Bewegung
- Fur die Anfangsbedingungen ¢,(0)=0, ¢,(0)=0 ist
q,(t)=0
eine LOsung der zweiten Bewegungsgleichung.

- Die erste Bewegungsgleichung lautet dann

. cC g . ., c _c . g
+ (g, —1)—-2=0 - §,+—qg,=—+>
q, m(% ) R, q, le m R,

- Die statische Losung dieser Gleichung ist

_ mg _ mg
=1+ » R=R,+—=
qlS CRO S 0 C

Starrkorperdynamik
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2.3 Beispiel: Federpendel

- R istdie Lange, die die Feder infolge der Gewichtskraft in

der Ruhelage hat.

. . . C ¢ g
- Mit g,=¢q,,+x folgt: X+E(QIS+X)_Z+R_

0

- Daraus folgt: x +% x=0

- Die Variable x misst die Auslenkung gegenuber der stati-
schen Ruhelage.

- Sie erfullt die Schwingungsgleichung eines Einmassen-
schwingers.

Starrkorperdynamik
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2.3 Beispiel: Federpendel

o Grenzfall: Sehr steife Feder

- Fir ¢/m— o folgt aus der ersten Gleichung: ¢,—1

- Damit lautet die zweite Gleichung: éz-l-%sin(qz)zo
0

- Das ist die Schwingungsgleichung des mathematischen
Pendels.

Starrkérperdynamik
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