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1.1 Grundlagen

e Zu einem Anfangswertproblem 1. Ordnung gehoren fol-
gende Daten:

- Eine Differenzialgleichung 1. Ordnung: x(t)zf[x(t),t]
- Die Anfangsbedingung:  x(0)=x,

- Das zu untersuchende Zeitintervall: te{o, tE]
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1.1 Grundlagen

» Beispiel:

Fur den Fall mit Luftwiderstand lautet die Bewegungsglei-

chung: C, ,
mv=mg-— Cv — V=g——V

Mit x=v gilt:  v=F|v(t),t|]=g——v

Um die Geschwindigkeit im Intervall [o ; ]berechnen zu
konnen, muss die Anfangsgeschwin |gkeFt v, zum Zeitpunkt

t = 0 gegeben sein.
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1.1 Grundlagen

 Grundidee:

- Bel allen numerischen Verfahren wird der Wert der gesuch-
ten Funktion fur diskrete Zeitpunkte ermittelt.

- Dazu wird das Zeitintervall in aquidistante Zeitschritte At un-

terteilt:
Tﬂfﬂ*ﬂtﬁ Tm#mﬁ
tO = O t1 t2 tn-2 tn-1 tn = E
[ —t t
At: n O: E’ tl:to_l_lAt, i:O,”.’n
n n
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1.1 Grundlagen

- AbklUrzungen:  x(¢;)=x,, x(t,)=x,

1

Integration der Differenzialgleichung von t bis ¢ ergibt:

L iy
xpa—x=) flx(e)tlde = x=x+ [ flx(e),e]de
t, ‘

- Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt aller numerischen
Verfahren.

- Dabei wird das Integral naherungsweise berechnet.
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1.2 Euler-Vorwarts-Verfahren

e |dee:

- Beim Euler-Vorwarts-Verfahren wird das Integral approxi-
miert durch

Tf[x(t),t}dt%f[xi,tilAt

e At —» ™
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1.2 Euler-Vorwarts-Verfahren

 Algorithmus:

- Die Approximation des Integrals fuhrt unmittelbar auf fol-
gende Berechnungsvorschrift:

- Der Wert zum Zeitpunkt ¢ lasst sich durch eine einfache
Funktionsauswertung zum Zeitpunkt ¢ berechnen.

- Derartige Verfahren werden als explizite Verfahren bezeich-
net.
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1.2 Euler-Vorwarts-Verfahren

* Beispiel: Fall mit Luftwiderstand

C
- Funktion: flt,v(t) =g—7Wv2
- Daten:
- m=05kg, C =0,0162kg/m
« t =0s,t =20s
e v, =0m/s
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1.2 Euler-Vorwarts-Verfahren

- Programmierung in Octave:

# Dat en
m =5 % Masse in kg
CW= 0.0162 % W der st andskonstante in kg/m
vo = 0 % Anf angsgeschw ndi gkeit in ns
t0 =0 % Anf angszeit in s
tE = 20 % Endzeit in s
n = 20 % Zeitintervalle
global g =9.81 ; % Erdbeschleunigung in nfs”2
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1.2 Euler-Vorwarts-Verfahren

# Definition der Funktion

global ¢ = CW/ m

functiony = f(x, t)
gl obal g; global c;
y =g - Cc * x"2;

end

# Eul er - Vorwarts- Ver fahren

v = zeros(1l, n + 1);
t | i nspace(t0, tE, n + 1);
dt = (tE - t0) / n;

v(1l) = vO;

for i =1 : n
v(ii + 1) =v(i) + f(v(i), t(i)) * dt;

end
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1.2 Euler-Vorwarts-Verfahren

- Ergebnis:

60 F

exakl —
n==6 ——
N=10 —e— |
n=20 ——

v [m/s]

20
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1.2 Euler-Vorwarts-Verfahren

e Bewertung:

- Das Verfahren ist einfach zu programmieren.
- Der Rechenaufwand fur einen Zeitschritt ist gering.
- Das Verfahren ist genau von 1. Ordnung.

- Um eine hinreichend genaue Naherung zu erhalten, muss
der Zeitschritt klein sein.

- Das Verfahren wird hauptsachlich zur Berechnung kurzzei-
tiger Vorgange (Stol3vorgange, Crash, Explosionen) ver-
wendet.
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

e |dee:

- Beim zweistufigen Runge-Kutta-Verfahren wird das Integral
mit dem Funktionswert in der Mitte des Intervalls approxi-

miert;
ti+l
f flx(t),t\at
ti
Nf Xi+1/2,ti+7 {
-
t _
I< At - j+1
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

_ Der Funktionswert X, wird durch einen Euler-Schritt be-

rechnet:
]M

xi+1/2:xi+f[x' ! >

1271

- Das klassische Verfahren ist das vierstufige Runge-Kutta-
Verfahren.

- Dabel fallen vier Euler-Schritte an.
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

 Algorithmen:

- Zweistufiges Runge-Kutta-Verfahren:

klzf[‘xi’til

At ; At

X, 1 =x,+tk,At
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

- Vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren:

kl:f‘xl’til’ k,=f 361"|']€1£’tz'"|'M
- _ 2 2
k,=f xi+k2%,ti+% . ky=flx Ak AL AT

k:%(k1+2k2+2k3+k4)

X, =x,+tkAt
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

* Beispiel: Fall mit Luftwiderstand

- Die Gleichung wird mit dem vierstufigen Runge-Kutta-Ver-
fahren gelost.

- Programmierung in Octave:

# Dat en
m =5 % Masse in kg
CW = 0.0162 % W der st andskonstante in kg/m
vO = 0 % Anf angsgeschwi ndi gkeit in nfs
t0 =0 ;% Anfangszeit in s
tE = 20 ; % Endzeit in s
n =26 % Zeitintervalle
global g =9.81 ; % Erdbeschleunigung in nls”"2
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

# Definition der Funktion # Runge- Kutt a- Verfahren
global ¢ = CW/ m v = zeros(1, n + 1);
t = linspace(tO, tE, n + 1);
functiony = f(x, t) dt = (tg - t0) / n;
gl obal g; gl obal c;
y =g - Cc * x"2; v(1l) = vO;
end
for i =1 : n
k1l = f(v(i), t(i));
k2 = f(v(i) + k1 * dt / 2, t(i) +dt / 2);
k3 = f(v(i) + k2 * dt / 2, t(i) +dt / 2);
kd = f(v(i) + k3 * dt, t(i) + dt);
k =(kl +2* k2 + 2 * k3 + k4) /| 6;

v(ii +1) =v(i) + k * dt;
end
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

- Ergebnis:

60 F

v [m/s]
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1.3 Runge-Kutta-Verfahren

e Bewertung:

- Die Runge-Kutta-Verfahren sind wie das Vorwarts-Euler-
Verfahren explizite Verfahren.

- Das zweistufige Runge-Kutta-Verfahren ist genau von 2.
Ordnung und das vierstufige Verfahren ist genau von 4.

Ordnung.

- Voraussetzung fur die Genauigkeit ist, dass die Funktion 3
bzw. 5 mal stetig nach der Zeit differenzierbar ist.
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1.4 Stabilitat

e Definition:

- Ein numerisches Verfahren heifst stabil, wenn Fehler, die im
Laufe der Berechnung anfallen, nicht anwachsen.

- Dann bleibt die numerische Losung beschrankt, wenn die
exakte Losung beschrankt ist.

e Stabilitat des Euler-Vorwarts-Verfahrens:

- Betrachtet wird die Differenzialgleichung x(¢)=—cx(z).

- Die Rechenvorschrift fur das Euler-Vorwarts-Verfahren lau-

tet:
X, =x;—cx,At=1—cAt|x,
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1.4 Stabilitat

_ In diesem Fall lasst sich der Wert X, auch direkt aus dem

Anfangswert berechnen: x,,,=(1—cA t)ixo
- Fur |1—cAt|<1strebt diese Folge gegen null. Das ent-
spricht dem asymptotischen Verhalten der exakten Losung
x(t)=x,exp(—ct)
- Fur |1—cAt|>1wachst die Folge tiber alle Grenzen. Das
Verfahren ist instabil.

- Die Stablilitat des Euler-Vorwarts-Verfahrens hangt also von
der GrofRRe des Zeitschrittes ab.

- FUr das angegebene Beispiel ist das Verfahren stabil fur
At<2/c
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1.4 Stabilitat

- Bel allen expliziten Verfahren darf der Zeitschritt einen be-
stimmten Wert nicht Gberschreiten, damit das Verfahren
stabil ist.
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1.5 Euler-Ruckwarts-Verfahren

e |dee:

- Beim Euler-Ruckwarts-Verfahren wird das Integral approxi-
miert durch

‘L fIx,, ty
ff{x<t>’t}dtmf[xi+l’ti+llAt /
ti

i - At - i+1
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1.5 Euler-Ruckwarts-Verfahren

 Algorithmus:

Die Approximation des Integrals fuhrt auf folgende Berech-
nungsvorschrift:

xi+1:xi+f[xi+l’ ti+1lAt

Zur Berechnung des Wertes zum Zeitpunkt { muss eine im
Allgemeinen nichtlineare Gleichung gelost werden.

Die nichtlineare Gleichung kann z.B. mit dem Newton-Ra-
phson-Verfahren gel6st werden.

Verfahren, beil denen in jedem Zeitschritt eine Gleichung ge-
|0st werden muss, werden als implizite Verfahren bezeich-
net.
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1.5 Euler-Ruckwarts-Verfahren

* Beispiel: Fall mit Luftwiderstand

- Die Daten sind die gleichen wie beim Euler-Vorwarts-Ver-
fahren.

- Die Gleichung fur einen Zeitschritt lautet:

Vi =Vt At

_ w2
g . Vi

- Sie hat die Losung

2

m
+

2C, At

m

C, At

(w+gAﬂ

m
L = +
Yo, \/

Prof. Dr. Wandinger 5. Numerische Methoden StarrkorperdySnalr_nZNg



1.5 Euler-Ruckwarts-Verfahren

- Ergebnis:

60 F

v [m/s]
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1.5 Euler-Ruckwarts-Verfahren

o Stabilitat:
- Fdur die Differentialgleichung  x(¢)=—cx(¢)
lautet die Rechenvorschrift: X =X;—cx;., At

1
At l—I—cAtxi

- Daraus folgt: X

- Der Faktor, mit dem der Wert x multipliziert wird, ist unab-
hangig vom Zeitschritt immer kleiner als 1.

- Das Euler-Ruckwarts-Verfahren ist fur alle Zeitschritte sta-
bil.
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1.5 Euler-Ruckwarts-Verfahren

- Implizite Verfahren sind in der Regel stabiler als explizite
Verfahren, d.h. sie bleiben auch fur grof3ere Zeitschritte

stabill.

- Die Genauigkeit nimmt jedoch genauso wie bei expliziten
Verfahren mit grof3eren Zeitschritten ab.
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1.5 Euler-Ruckwarts-Verfahren

e Bewertung:

- Das Verfahren ist aufwandiger zu programmieren als das
Euler-Vorwarts-Verfahren.

- Bel nichtlinearen Gleichungen ist der Rechenaufwand fur
einen Zeitschritt deutlich grof3er als beim Euler-Vorwarts-
Verfahren, da eine nichtlineare Gleichung geldst werden
MuSsS.

- Das Verfahren bleibt auch flr gro3ere Zeitschritte stabil.
- Das Verfahren ist genau von 1. Ordnung.

- Um eine hinreichend genaue Naherung zu erhalten, muss
der Zeitschritt klein sein.
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

e Grundlagen:

- EIn System von m Differenzialgleichungen 1. Ordnung hat
die allgemeine Form

= fix(t), . ox,(0), 1]
k= fulay (), (0).1]

- Dazu kommen die Anfangsbedingungen

x1(0)=x01, oo xm<0):x0m
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

- Mit den Matrizen

[, ()] [ Al ()]
x(1)]= Et und [fo(t)},tuz | ; |

x,,(1)] fallx)] ]

lasst sich das Anfangswertproblem in der Form

x(0)]=]f][x)] 2], [%(0)]=]x,]

schreiben.
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

« LOsungsverfahren:

- Die vorgestellten Losungsverfahren lassen sich unmittelbar
auf Systeme von Differenzialgleichungen tbertragen, indem
die skalaren Grdl3en durch die entsprechenden Matrizen
ersetzt werden.

- Euler-Vorwarts-Verfahren: [xm] [x,-]Jr:fo,-],t,-”At

At

- Euler-Ruckwarts-Verfahren: [x,-ﬂ] [x,-]+:fo,-+1],ti+1

* FUr jeden Zeitschritt muss ein im Allgemeinen nichtlineares
Gleichungssystem gelost werden.
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

- Vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren:

TJ={f[x).0)
k- f:[x,.]+[k1w,fi+% =L k)2l 2o
k-1 [x+kJar t+% o=l KA
[k4]=:f:[x,.]+[k3]At,ti+At”
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

e Beispiel: Ballistischer Wurf

- Der ballistische Wurf ist ein schiefer Wurf, bel dem der
Luftwiderstand bericksichtigt wird.

- Die Bewegungsgleichungen lauten

mii = —CpuNu+w
mw = —mg—C,wVu+w’

X = u
z = w
Prof. Dr. Wandinger 5. Numerische Methoden Starrkorperdynamik
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

- In Standardform lautet das System von Differenzialglei-

chungen:
| |
M. ——Wu\/u +w’
i m
x|= ;V = —g—&quz—sz :[fo],fH
m
L2 U
w
| 1
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

- Anfangsbedingungen:

Z A
x(0)=x,, z(0)=z,
u(0)=u,=v,cos (o)
w(0)=w,=v,sin(x,)
GO | .
_ 7ahlenwerte: - Die Flugbahn wird mit

~ ~ dem vierstufigen Runge-
» m = 1kg, C, = 0,04kg/m Kutta-Verfahren berech-
. v =15m/s, a = 50° net und mit_der Bahn

ohne Luftwiderstand ver-

» X, =0m, z,=0m glichen.
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1.6 Differenzialgleichungssysteme

- Ergebnis:

ohne Luftwiderstand |
n=10 ——
n==20 ——

z [m]

% [m]
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