1. Selbstzentrierung

» Aufgabenstellung:

Ein starrer Korper der Masse m dreht sich mit der Winkel-
geschwindigkeit w um die ortsfeste z-Achse.

Der Korper ist elastisch gelagert, wobei die Steifigkeit der
Lagerung in allen Richtungen in der xy-Ebene den gleichen
Wert hat.

Ebenso hat die Dampfung der Lagerung in allen Richtungen
In der xy-Ebene den gleichen Wert.

Der Schwerpunkt des Korpers hat den Abstand e von der
Drehachse.
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1. Selbstzentrierung

- Beispiel: Trommel einer Waschmaschine
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1.3 Stabilitat
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1.1 Bewegungsgleichung

e Annahmen:

- Die z-Achse ist eine Hauptachse des Korpers.

- Der Schwerpunkt des Kdrpers liegt in der Mitte zwischen
den Federn.

- Dann sind die Krafte in den Federn auf beiden Seiten gleich
grof3, und der Korper kippt nicht.
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1.1 Bewegungsgleichung

 Mitrotierendes Koordina-
tensystem: A

- Der Ursprung B liegt auf
der z-Achse des ortsfes-
ten Koordinatensystems,
um die sich der Korper

dreht. ,
- Am Mittelpunkt M greifen B=0 _
die Lagerkrafte an. ¢
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1.1 Bewegungsgleichung

e Beziehungen im mitrotierenden Koordinatensystem:

- Ortsvektor des Mittelpunkts: Fey=ube+vb,
- Ortsvektor des Schwerpunkts: rgg=\u+e|bg+v b,

- Relativgeschwindigkeit des Mittelpunkts:  ®v, =i b +V b,
- Relativgeschwindigkeit des Schwerpunkts: “vg=ub.+7vb,

- Relativbeschleunigung des Schwerpunkts:

arzBaszthb§+i'/bn
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1.1 Bewegungsgleichung

- FUr die Relativbeschleunigung gilt

ma,=F+F .+ F,
mit
« der resultierenden aul3eren Kraft F
* der FUhrungskraft F,
« und der Corioliskraft F,

» Resultierende aufdere Kraft:

- Die resultierende auliere Kraft besteht aus der Federkraft
und der Dampferkraft:
F=F,+F,
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1.1 Bewegungsgleichung

- Fur die Federkraft gilt: Fp=—cry,=—clubg+vb,
- Die Dampferkraft ist proportional zur Absolutgeschwindig-
keit v des Mittelpunkts, an dem die Lagerkrafte angreifen.

- FUr die Absolutgeschwindigkeit des Mittelpunkts gilt:
szBvM—I-erBM
- Mit w=w b, folgt:

vy=ube+vb +wb X(ubg+vb,|=li—wv|b+v+wulb,
- Damit gilt far die Dampferkratft:

Fo=—dvy,=—dli—wv|b—d[v+wulb,
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1.1 Bewegungsgleichung

e Fuhrungskratft:

- Im allgemeinen Fall ist die Winkelgeschwindigkeit nicht
konstant. Dann gilt flr die Fihrungskraft:

Ff:—m(erBS—mwX((DX’”Bs)
:—m(bbcx[(u—l—e)bg—kvbn]—mwzbcx[bcx((u-l—e)bg—l—vbn)]
:—m(b[(u—l—e)bn—vbgl—mwzbcx[(u—l—e)bn—vbg]

:m[(b v—l—wz(u—l—e)]bg—m[(b(u—l-e)—wzvlbn
 Corioliskraft:

F,=—2mwX" vg=—2mwb X|ib+Vvb,|=2mw|vb.—i1b,
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1.1 Bewegungsgleichung

 Bewegungsgleichung:

- Einsetzen der Kréafte in die Gleichung fur die Relativbe-
schleunigung fuhrt auf die Bewegungsgleichungen

mu = —cu—d(it—oov)—l—m[(i)v—k(oz(u—l—e”—l—me\'f
mv = —cv—d(i/—I—u)u)—m[(b(u—l-e)—wzvl—meit

- Mit ¢/m=w; und d/m=23§ folgt daraus:

ﬂ+26u—2wv+(w(2)—w2)u—(2(Sw-l—(b)v = we

P+H2wi+ 280 +H28 wt b ut w—w’ |y = —de
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1.2 Kritische Drehzahl

e Stationarer Zustand:

- Im stationaren Zustand ist die Winkelgeschwindigkeit w
konstant. Ebenso sind die Auslenkungen u=u_und v = v,

konstant.
- Aus der Bewegungsgleichung folgt:

|
S
QN

(m%—wz)us — 20wy
20wu,  + (wé—ooz)vs = 0

- Zentrifugalkraft, Dampferkraft und Federkraft sind im stati-
schen Gleichgewicht.
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1.2 Kritische Drehzahl

« Ungedampfter Fall: ;
U w> (w/w,)

- Fur 6 = 0 folgt: = = , vg=0
° e wi—w 1-(w/w,) ’

- Fur w=w = w, wird die Auslenkung unendlich grol3.

- Die Winkelgeschwindigkeit w_heildt kritische Winkelge-

schwindigkeit. Die zugehorige Drehzahl
6V

C

CZZW

wird als kritische Drehzahl bezeichnet.

n
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1.2 Kritische Drehzahl

n
T

ufe

o
T

1 15

omega/omega .
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1.2 Kritische Drehzahl

- Die kritische Winkelgeschwindigkeit stimmt mit der Eigen-
kreisfrequenz des elastisch gelagerten Korpers Uberein.

- In beiden Fallen sind die elastischen Krafte gleich den
Tragheitskraften.

- Unterkritischer Bereich:

 Die Drehzahl ist kleiner als die kritische Drehzahl.
» Die statische Auslenkung ist positiv.

» Die statische Auslenkung nimmt mit zunehmender Drehzahl
ZU.
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1.2 Kritische Drehzahl

- Kiritische Drehzahil:

 \WWenn die Drehzahl mit der kritischen Drehzahl ubereinstimmt,
wird die statische Auslenkung unendlich grol3.

« Ein Betrieb mit der kritischen Drehzahl fuhrt zur Zerstorung
des Bauteils.

- Uberkritischer Bereich:
* Die Drehzahl ist grof3er als die kritische Drehzahl.

* Die statische Auslenkung ist negativ.
» Sie strebt mit zunehmender Drehzahl gegen -e.
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1.2 Kritische Drehzahl

o Gedampfter Fall:

- Mitn=w/w,und D=5§/w, gilt bei Berucksichtigung der
Dampfung:

(l—nz)us — 2Dnvg = nze
2Dnu;  + [1-v’yy = 0

- Dieses Gleichungssystem hat die Losung

U n’[1-n? ve  —2Dn’

¢ (1—nf+4Dn> € [1-nf+4D’
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1.2 Kritische Drehzahl

- Ergebnisse fur D = 0,05:

ule, vie
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1.2 Kritische Drehzahl

- Die Verschiebung bleibt endlich.

- Die Verschiebung u hat kurz vor Erreichen der kritischen
Drehzahl ein Maximum. Beli der kritischen Drehzahl ist die
Verschiebung u null und nimmt anschliel3end ein negatives
Minimum an.

- Der Betrag der Verschiebung v hat bei der kritischen Dreh-
zahl ein Maximum.

- Ist die Drehzahl sehr grof3 gegentber der kritischen Dreh-
zahl, so geht die Verschiebung v gegen null und die Ver-
schiebung u gegen -e.
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1.2 Kritische Drehzahl

o Selbstzentrierung:

FUr w>w, gilt: ug——e, vi—0

Die statische Verschiebung stellt sich so ein, dass der
Schwerpunkt auf der Drehachse liegt.

Dieser Effekt wird als Selbstzentrierung bezeichnet.

Bauteile, bei denen sich eine statische Unwucht nicht ver-
meiden lasst, werden weich gelagert und uberkritisch be-
trieben.

Beim Ein- und Ausschalten muss der kritische Bereich
schnell durchfahren werden.

Beispiel: Waschmaschine
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1.2 Kritische Drehzahl

* Biegewellen:

- Eine starre Scheibe sitzt auf einer elastischen Welle, die um
die z-Achse rotiert.

L/2 n L/2——
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1.2 Kritische Drehzahl

- Anstelle der Lagersteifigkeit ist die Biegesteifigkeit fur die
Auslenkung der Welle an der Stelle, an der sich die Scheibe
befindet, zu nehmen.

- FUr eine beidseitig gelenkig gelagerte Welle, bei der sich
die Scheibe in der Mitte befindet, gilt z.B.

c=48€%

- Die kritische Drehzahl bei Biegewellen wird als biegekriti-
sche Drehzahl bezeichnet.
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1.2 Kritische Drehzahl

- Uberkritisch laufende Wellen wurden zuerst von Gustav de
Laval im Jahre 1883 experimentell untersucht.

- Der theoretische Nachweils fur die Stabilitat wurde von
FOppl (1895) und Stodola (1904) erbracht.
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1.3 Stabilitat

* Der stationare Zustand ist stabil, wenn der Korper nach
einer Storung wieder in den stationaren Zustand zuruck-

kehrt.
* Gleichungen flr die Stérung:
- Im gestorten Zustand gilt:  w(¢)=ug+u(t), v(t)=v,+v(t)

- EInsetzen in die Bewegungsgleichung unter Berucksichti-
gung der Bedingungen flr den stationaren Zustand fuhrt auf

u+28 ﬁ—2w1‘>—l—(m§—w2)ﬂ—26w1720

i_}—|—2ooﬁ—|—26\7—|—26wﬁ+(003—w2)1720
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1.3 Stabilitat

- Die Gleichungen fur die Storung sind linear. Sie gelten auch
far grof3e Storungen.

* LOosung der Gleichungen flr die Storung:

— Xt

- LOsungsansatz: u=u,e, v=v,e
- EInsetzen ergibt:
(0(2+26(x+u)(2)—w2) u, — 2w|ox+ 3] v, = 0
2w|o+§) u, -+ (0(24—260(4—(0(2)—(02) v, = 0

- Das homogene Gleichungssystem hat nur dann nichttriviale
Losungen, wenn die Determinante null ist.
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1.3 Stabilitat

- Diese Bedingung fuhrt auf die charakteristische Gleichung
(0(2+260(+u)(2)—w2)2—|—4w2(0(+6)2:0
- Daraus folgt: o’ +28 a+w,—w’'=%2iw|x+35]

- Falll: o?+28 x+w,—w =2iw|x+3]
e Aus ’+2(6—iw|atw,—w —2iwd=0 folgt:

0(1,22—6—|-iu)i\/(S—iw)z—wé—l—wz—l—%(né

=—6+iwii\/w§—62

* Der Realteil beider L6sungen ist immer negativ.
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1.3 Stabilitat

- Fall2: &C+28 xtwi—w =—2iw|x+3]

e AUS oCH2[(8+iwjatwi—w +2iwd=0 folgt:

0(3,4=—6—i00i\/(6 —I—iu))z—wé—l—wz—%u)é

=—0—Iiw=xi wé—éz
e Der Realteil beider Losungen ist immer negativ.
* Ergebnis:

- Der stationare Zustand ist sowohl im unterkritischen als
auch im uUberkritischen Bereich stabill.
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1.4 Anfahrvorgang

o Zur Untersuchung des Anfahrvorgangs wird die Bewe-
gungsgleichung flr vorgegebenes w(t) numerisch gelost.

 Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung:

- Mit den Substitutionen z,=u, z,=v, z;=u, z,=v lautet
die Bewegungsgleichung:

Z, 23
Zy| 24
Z4 (mz—wg)zl+(26(x)—l—(fo)zz—2623—|—2wz4—l—(nze
“ —(26w+(b)zl—|—(w2—w§)zz—2wz3—26 z,—we
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1.4 Anfahrvorgang

« Anfangsbedingungen:

- Der Anfahrvorgang startet aus der Ruhe:
21(0)=2,(0)=0, z;(0)=z,(0)=0

e Daten:

- Der zeitliche Verlauf der Winkelgeschwindigkeit ist

w(t)=w,1-e""]

mit w, = 167,6s" (entsprechend einer Drehzahl von
1600min') und T = 1s.
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1.4 Anfahrvorgang

- Kritische Drehzahl:

- Die statische Einfederung y, unter Eigengewicht betragt 2mm.
- Aus y.=2£ folgt: wﬁzizi:@os% S, =70,04 1
C m y S A
- Zeit bis zum Erreichen der kritischen Winkelgeschwindig-
keit:

_ w
 Aus u)O:ooE(l—e t””/T) folgt: ¢ 2

=T In

crit

Wy — W,

« Zahlenwert: ¢ .=0,541s
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1.4 Anfahrvorgang

Exzentrizitat: e = 5mm

- Dampfung:
e Lehrsches Dampfungsmal’: D = 5%
« Daraus berechnet sich die Abklingkonstante zu

§=w,D=3,502s"

- Simulationsdauer: t;=2t¢,,+4/6
- Zeitschritt: At = 0,002s
e Losungsverfahren:

- Das Differenzialgleichungssystem wird in Octave mit der
Funktion | sode gelost.

Starrkérperdynamik

Prof. Dr. Wandinger 6. Spezielle Themen 6.1-30



1.4 Anfahrvorgang

* Ergebnisse:

- Verschiebungen u und v:

2
@ o |
°
2 2
e 4

-B

_8 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
tterit
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1.4 Anfahrvorgang

- Bahn des Schwerpunkts im mitrotierenden Koordinatensys-
tem:

4

etale

¥ile
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