22.11.23
3. Biegelinie

* Die Biegemomente fuhren zu einer Verformung der Bal-
Kenachse, die als Biegelinie bezeichnet wird.

* Die Biegelinie wird beschrieben durch die Verschiebung v
In y-Richtung und die Verschiebung w in z-Richtung.

/
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22.11.23
3. Biegelinie

* Ebene Biegung:

- FUr M, =0 und I,, = 0 verformt sich der Balken nur in der xz-
Ebene.

- Die Biegelinie wird durch die Verschiebung w beschrieben.
Die Verschiebung v ist null.

- Dieser Spezialfall wird als ebene Biegung bezeichnet.
 Raumliche Biegung:
- Fur M, = 0 oder I, # 0 treten Verschiebungen v und w auf.

- Dieser allgemeine Fall wird meist als schiefe Biegung be-
zeichnet.
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22.11.23
3. Biegelinie

3.1 Ebene Biegung
3.2 Raumliche Biegung
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

 Kinematische Annahmen:

- Es wird angenommen, dass die Scherung vernachlassigt
werden darf. Dann treten keine Winkel&dnderungen auf.

Daraus folgt unmittelbar die Bernoulli-Hypothese:

 Ebene Querschnitte bleiben eben.

* Querschnitte senkrecht zur Balkenachse sind am verformten
Balken senkrecht zur Biegelinie.

Diese Annahmen sind bei schlanken Balken zulassig.

- Bel querkraftfreier Biegung sind die Annahmen exakt erfullt.
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3.1 Ebene Biegung

22.11.23

* Differenzialgleichung der Biegelinie:

- Einsetzen von

u(x,z)zq)(x)z
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Mit - Daraus kann die Glel-
do M, chung w(x) der Biegelinie
dx EI, durch zweimalige Integra-
tion ermittelt werden.
folgt: - Die Integrationskonstan-
ten werden durch die
Randbedingungen festge-
dw__ M, legt.
dX2 Ely
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

* Weitere Differenzialbeziehungen:

- Weiteres Ableiten der Differenzialgleichung der Biegelinie

ergibt:
d d°w)|_ dM, _ d’ d’w)|_ dO,_
dx 5 d’ | dx =< ax’ 5 dx* | dx 4
- Bel konstanter Biegestelfigkeit E1, gilt:
d’w d>w d*w
El, e =—M,, EI, > ==0., kI, i —9:
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

* Randbedingungen: - Gelenk:

- Die bel den Integrationen
auftretenden Integrati-
onskonstanten werden
durch die Randbedingun-
gen festgeleqgt.

- Feste Einspannung:

w:O,My:O

Parallelfihrung:

|

q):(), Qz:O
- Freies Ende:
w=0,¢p=0 |
M =0,0 =0
T™ 2 3.3-8
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Die Randbedingungen fur w und ¢ werden als geometrische
Randbedingungen bezeichnet.

- Die Randbedingungen fur M, und Q. werden als statische
Randbedingungen bezeichnet.

- Wenn die Biegelinie durch zweifache Integration des Bie-
gemoments gewonnen wird, mussen nur noch die geome-
trischen Randbedingungen erfullt werden. Die statischen
Randbedingungen sind bereits infolge der Gleichgewichts-
bedingungen erflllt, die zur Ermittlung des Biegemoments
benutzt wurden.
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

* Beispiel: Kragbalken mit Endlast

EIl
— > X
A B
- L >
SV
- Gegeben:
* Kraft F, Lange L, Biegestelfigkeit EI,
- Gesucht:

* Biegelinie w(x), Durchbiegung wz im Punkt B
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Bilegemoment: (rechter
Tellbalken)

M,=—F[L—x|=—FL+Fx

- Integrationen:
dzw_ _
El,~ 5=-M,=FL-Fx
dw 1 2
EIyE—FLX—EFX +C1
El w=tFLx—Lpy
yW—E X 3 X +c,x+c,

- Randbedingungen:

dw

E(o)zo > ¢,=0

w(0)=0 = ¢,=0
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Ergebnis: Fr? o \2
wlx)=3ET HZ) B

X
L

0.8

0.6 ¢

w/wpg

04

0.2 ¢

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

* Beispiel: Balken mit Streckenlast

AL g

El ALY B

- L >
7V

- Gegeben:
e Streckenlast ¢y, Lange L, Biegesteifigkeit E1,
- Gesucht:
* Biegelinie w(x), Durchbiegung w,, in der Mitte des Balkens
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3.1 Ebene Biegung

22.11.23

4
- Integrationen: Elyd Y:qo
dx
d’w
E1T =qgox+c,=—0,
ydx3 90 |
d2W 1 2
ET, A —5490% ey xte,=—M,
dw 1 3 2
EIyE:gqox +§clx +c,x+c;
El w=a—g x*+Lc X4sc, x4e.x+
YW= doX e X 5 X e xtey
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Randbedingungen:

M,(0)=0 2 ¢,=0, w(0)=0 = ¢,=0

M,(L)=0 : %qOL2+c1L=O > clz—%qoL
w(L)=0 : iq L4—Lq L*+c,L=0 » ¢ ZLq L’
24 70 12 79 . 2410
- Ergebnis:
w(x)= DL x 4—2 d 3+i W, =w ANEI A
T24EI|\L L] L|” """ "\2) 384E1,
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

0.8 ¢t

0.6 ¢

W/W

0.4

0.2

x/L
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

* Beispiel: Balken mit Einzelkraft

a—————— »= 2a >
A B
3 A
l ’ El =
Z

- Gegeben:
* Kraft F, Abmessung a, Biegesteifigkeit EI,
- Gesucht:
* Biegelinie w(x), Durchbiegung w(a) am Kraftangriffspunkt
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3.1 Ebene Biegung

22.11.23

a) Losung durch abschnittsweise Betrachtung:

- Lagerkrafte:

-~ (——— > -

2a

\ V4

> M°=0 : —3aA +2aF=0 - A=3F

El

2

1

> M*=0 : 3aB,—aF=0 » B,=—F

3
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Abschnitt 1: 0<x<a

- Abschnitt 2: a < x < 3a

2 1
Myz—(—AZx)=§Fx My:BZ(3a—x):Fa—§Fx
dw ) dw 3 F
EI, 1 ——My——ng EI, 1 ——My——Fa+?x
E] aw_ I 24 ET d—W:—Fax+lFx2+d
vdx T 37 Ta Y dx 6 1
__F 3 _ 1 . 3
EIyW——gx +c,x+c, EIyW——EFax +1—8Fx
+d,x+d,
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Randbedingungen:
w(0)=0 = ¢,=0

_2 2—7)F +3d,a+d,=0

w(3a)=0 : T

> 3d,a+d,=3a’F (1)

- Anschlussbedingungen:

——(a+0) : —%Fa2+01=

_1+l

dw dw
( _O) 6

2
. . Fa+d,

->

gazz d,—c, (2)
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

(a—0)=w(a+0) —%a3+cla— _%-‘-ILS Fa'+d,a+d, (3)
(3)—>1F3—d— L2 a4 =—Lpg
3 a—(lcl)a+2—2 a+d, ,=—¢Fa
(1) 3 3da=3a"F-d,=2&F » d,=2F4
6 18
(2) » clza’l—%Faz2 - clnga2
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Biegelinie:
O<x<a : EIywz—%Fx3+gFa2x - w(x)zgﬁéa;y 5%— %3
a<x<3a : Elyw=—%Fax2+%Fx3+%Fa2x—%Fa3
> w(x)—lggly %3—9 %119%—3
o514
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3.1 Ebene Biegung

22.11.23

b) Losung mit FOppl-Symbol:

- Biegemoment:

A - »- 2a > 5
i i
A EI B X
\ V4
M,(x)=—[-A x+<x—a>F)=E(2x—3<x—a>)
y Z 3
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

2
- Weitere Integrationen: Elycil?:—My(x):—g(zx—iﬂx—a})
X
Elycjl—v; —g )cz—%<x—cz>2+c1
Flx 1
Elywz—g ?—§<x—a> +C,X+C,

- Randbedingungen:

w(0)=0 = ¢,=0

w(3a)=0 : 9a’—4a’+3¢c,a=0 - clz—%a2
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

_ Fa
_18Ely

1022

- Biegelinie:  w(x) .

L2

1 |
0.8 ¢t
0.6
04
0.2

0

w/w(a)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x/a
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

* Beispiel: Superposition

B
A -
— El — X
y
- ([ 2a >
\ V4
- Gegeben:

* Kraft F, Streckenlast go, Abmessung a, Biegesteifigkeit EI,
- Gesucht:
* Biegelinie w(x), Durchbiegung w(a) am Kraftangriffspunkt
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Die Losung kann durch Uberlagerung der beiden bereits
ermittelten Biegelinien gewonnen werden.

- Lastfall 1: Streckenlast

(x)_%(3a>4 a 4—2 X 3+i _ 44" 2 4—6 X 3+27£
B 24EL |\ 3a 3a) 3a| 24El,|\a a a
4 4
qoa 11 qya
w,(a)= 1-6+27)=
NYTUET, 12°EI,
- Lastfall 2: Einzelkraft
_ Fa’ X x\’ X ? 4 Fa’
WZ(X)_ISEIy 107724 +3<E_1> - wala)=g El,
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Gesamt: w(x)=w,(x)+w,(x)

w(a)—ll q0a4+£Fa3_a3(33qoa+16F)
“12°ELL"9EI,_ 36EI,

- FUr eine Reihe von Lagerungen und Belastungen sind die
Biegelinien tabelliert.

- Damit kdnnen die Biegelinien fur Uberlagerte Belastungen
leicht ermittelt werden.
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

* Beispiel: Statisch unbestimmt gelagerter Balken

- Gegeben:

e Streckenlast ¢, Lange L, Biegestelfigkeit EI,
- Gesucht:

e Schnittlasten, Lagerreaktionen und Biegelinie
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- LOsung durch Integration der Streckenlast:

d*w X
El,=—=q:(x)=q0
&w_ qox”
0 _
EIy dx3 2L + 1 _Qz<x)
d’w_qoX _
El, 6L +c1x+cz——My(x)
4
dw _qox 1 2
EI, Tx _24L+§Clx +c,x+cC;
gox’ 1
2
El w= 12()0L+€clx3+§c2x +cix+cy
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22.11.23
3.1 Ebene Biegung

- Randbedingungen:

%(o):o > ¢,=0, w(0)=0 > ¢,=0

L3
%(L):O : 934 +%ClL2+CQL=0 » 12¢,L+24c,=—q, L’

4

. 4L 1 1
w(L)=0 : 1020 +801L3+502L2=O > 20¢,L+60¢c,=—q,L"
3 1
2 C1:_2_OQOL’ szﬁ%Lz
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

- Schnittlasten:

0.(x)=LL 3 10[2] ] u (x):qoL2 LT Ed
¢ 20 L] 60 | L L
- Lagerreaktionen:
MA
AN
‘ - )
(s .
A s L ~ B
Y2
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3.1 Ebene Biegung

22.11.23

3 7
AZ_QZ(O)_%QOL’ Bz__Qz(L>_%qoL
1 1
MA__My(())_%qoLz’ MB__My(L>_%qoL2
- Biegelinie:
- qoL4 ; 5_ £3 iz
v =moer|\z) 3 T) 2T
dw iy @l (x| g(xV,, x
o =0T P\ Z) ~0T) 4T
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22.11.23

3.1 Ebene Biegung

1.2

w/w(L/2)

x/L
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

* Im allgemeinen Fall erfolgt die Belastung nicht in einer
Ebene oder das Deviationsmoment verschwindet nicht.

 Dann treten Verschiebungen in y- und z-Richtung auf.

* Die Biegelinie wird durch die Verschiebungen v(x) in y-
Richtung und w(x) in z-Richtung beschrieben.
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

* Differenzialgleichungen der Biegelinie:

- Nach der Bernoulli-Hypothese gilt: u(x,y, z)=d¢(x)z—yp(x)y
- Vernachlassigung der Scherungen ergibt:

V=gt e S =g (x)+ 24 (x)=0 » ¢(x)=—T2(x)
Vo= G+ Sl =y (x)+ G (x)=0 > ()= (x)

- Der Zusammenhang zwischen den Biegewinkeln ¢ und

und den Biegemomenten wurde bereits bei der Span-
nungsermittiung gefunden.
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

- Mit
dq) IzMy_Iszz
E—*t= -
dx 1,11,
- dy _ IM_—1,. M,

- Mit den Ersatzmomenten
M,—M.I I,

" =I/(1,1,)
M,—M,I,/I,

M

M =
dx 111, T=124(1,1.)
folgt: gilt.
o dzw:_lyIZMy—InyzMZ £l d*w Ry
" dx’ 1,1-1 " dx’ !
2 I I M —1.1_M 2 _
Elzd\z/': y Lzt zzyz y Elzd_‘;:MZ
dx I,1.—1, dx
Prof. Dr. Wandinger 3. Balken
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

* Beispiel: Kragbalken mit Endlast

y
>

A B
- L
7 Y

Y

- Gegeben:

* F=100N,L=1m, E=210000 MPa

e [, =10,4cm? I, =5,89 cm?, I, = 4,63 cm*
- Gesucht:

* Verschiebungen vz und wz von Punkt B
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3.2 Raumliche Biegung

22.11.23

- Blegemoment:

M, (x)=—F(L—x|=F|x—L|

y

- Ersatzmomente:

i,(x)=—EE L ()=

- —Flx—LI /I,
1-12/(1,1))

1-1:,/(1,1,)

. . FI_lI 2
- Biegelinien: Elzﬂ:— o  —Lx+c,
dx  1-1,/(1,1)\2
FI_ /I 3 2
El,v=— " a —Lx—+c1x+cz
1—1,/(1,1,)\6 2
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

dw F x>
El,——=— —Lx+d
" dx 1—1§Z/(1ylz)(2 e
F X x°
El w=— —L—+d x+d
TSI A
- Randbedingungen:
v(0)=0 > ¢,=0, %(o):o > ¢,=0
w(0)=0 > d,=0, %(0):0 > d,=0
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

- Ergebnis:
FL3 IZ/I 3 2
V=g A1) T
AL vix) I,
i
w(x)=- FL 1 a 3—3 2 2 vt
6E1y1_1§z/(1y1z) L L
FL> 1.1
— L — < Y
vs=v(L) 3EI 1-12/(1,1))
3
wB—w(L)— FL 1
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3.2 Raumliche Biegung

22.11.23

- Zahlenwerte:
FL’ 100N-(1-10°mm)’
3E  3.21-10°N/mm°

FL’ _ 1,587-10° mm’
3EI, 104-10°mm*

=1,587-10°mm’

=1,526 mm

FL’ _ 4,762-10° mm’
3EI, 589-10"mm*

=2.695 mm

2

. I, i 4,63
I.1.- 10,4-5.89

Yy z

I 4,63
—_— y< __ ’

y

=0,4452

Prof. Dr. Wandinger 3. Balken
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

10,4452

0,6500
1

0,6500

—1.846 mm

V5=2,605 mm

=2.348 mm

wp=1,526 mm-

e
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

* Beispiel: Balken unter Eigengewicht

-« hHh— >
’% & > > ez -
/ S X
- L >
z L=2
. l . y |
-
L 50 X 40 X 5 DIN 1029: ¢ J
/s v
Iy =10,4 cm®, I =589 cm’, IyZ = 4,63 cm*
g = 33,5 N/m, E =210000 MPa z "
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22.11.23
3.2 Raumliche Biegung

- Der abgebildete Balken aus Stahl ist beidseitig gelenkig ge-
lagert. Er wird durch sein Gewicht belastet.

- Gesucht ist die maximale Durchbiegung.
- Schnittlasten:

1
qz<x)ZQG’ QZ<X>Z_QGX+C1’ My<x):_EQG'x2+Cl'X+C2

M,(0)=0 = ¢,=0

M,(L)=0 : —%qGL2+c1L=O > clzéqGL
1 [ x° x
- My(x):—quL ?—z
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

- Ersatzmomente:
M __l QGLz X2_X M :l QGLZIyz/Iy X2_X
Y 21-n(1 )\ L)t 21-1,/(1,1,)\L* L
- Integrationen:
dv 1 qGLzlyz/Iy x° x
Elz 2 7 n 2 2
dx” 21-I./(1,1,)\L" L
L1 /1 3
Elzﬂ:l QGZ yz! Ly xz_x +c,
dx 21— /(1,1,)\3L" 2L
2 4 3
1 qGL Iyz/Iy X X
El v=— — +c, x+c
21— (r,1)\12L 6L 77
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22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

- Integrationen:
Ej.d%v:}_ QGLz f{_x
“dx 21-1/(1,1,)\L* L
dw 1 qsL’ x> X
El,“~=~ — 2 —+d
Ydx 2 0-r)(1,1)\30> 2L
2 4
| dc L X X
El w== — +d, x+d
2= (1, r)\ 12 6L T

- Randbedingungen: v(0)=0 > ¢,=0; w(0)=0 > d,=0

L* L’ L

L
— o - = —"
2 g Yal=0 = =17,

w(L)=0 > d,=%

v(L)=0 :

Prof. Dr. Wandinger 3. Balken ™™ 2 3.3-47



22.11.23

3.2 Raumliche Biegung

4 4 3

: _ qc L Iyz/Iy X X
- Biegelinie: v(x)= 3 2 5t
24ET 1—1,/(1,1,)\L L L
W()C)_ QGL4 1 x4_ x_3+£
C24EL 1 -p(1,1)\LY L L

- Die maximale Durchbiegung tritt in der Mitte auf:
_ SqgLt 1,11,
T 2

384EI 1-1,/(1,1,)

w :W(L): SQGL4 1
max 2 384E1y 1—I§Z/<Iy1z>

L
2

Vv -V

max ~—
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3.2 Raumliche Biegung

22.11.23

- Zahlenwerte:

L4 103 _ 4 4
qdc :33,5 10 "N/mm-2000" mm :2’552.106mm5

E 2.1-10°N/mm”
I’ 4,63 I, 463
_ X —1_ ’ — Yo — 1 —
T T 1040589 = 000 7 =04 042
6 5
—_ 5-2,552-10 4mrn : 0,4452 —0.3864 mm
384-5,89-10 mm 0,65
5.-2,552-10°mm° 1
w, = . =0,4916 mm
" 384-10.4-10*mm” 0,65
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3.2 Raumliche Biegung
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