16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

* Das Stabilitatsversagen von Balken unter Druckbelastung
wird als Knicken bezeichnet.

e Linear-elastisches Knicken wurde zuerst von Leonhard
Euler untersucht.

* Nach ihm sind die vier Eulerschen Knickfalle benannt, die
sich durch die Randbedingungen unterscheiden.
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

Fall 1: Fall 2: Fall 3: Fall 4:

h
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

e Fall 1:

- Gleichgewicht am ausgelenk- —
ten linken Teilbalken:

> M*=0 :

My+F(w0—w(x))=0 - >
d"w

2

- Mit M,=—EI,

dx’

d’w F F

folqgt: —
b e TELYTE

Wy
y
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Mit 2= F - Randbedingungen:
EI,
w(0)=w, = w.=0

lautet die Knickgleichung:

2 w(L):()
d
v2V+k2w:k2W0 =4 WO"'WSSiIl(kL):O
dx
dw
- Sie hat die allgemeine E(L):()
LOosung:
w(x)=wy+w,sin(k x) - kw,cos(kL)=0
+w,cos(k x)

dw .
E:k(wscos(kx)—wcsm(kx))
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Eine von null verschiedene Losung existiert nur, wenn die

Knickbedingung
cos(kL)=0
erfullt ist.
- Daraus folgt: kL:% > k:%
- Fdur die kritische Last gilt: Fkn-f:szIy:T(E;lz)Izy

- Aus wo=—w,sin(k L)=—w, folgt fiir die Knickform:

X
2 L

w(x)zwo(l—sin
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Anmerkungen:

* Da Knicken bei Erreichen der niedrigsten kritischen Last auf-
tritt, haben die weiteren Losungen der Knickbedingung keine

technische Bedeutung.
« Die Amplitude w, kann nicht bestimmt werden.
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

e Fall 2: / »gﬁ

- Der Balken ist auch im ausge- >
lenkten Zustand eine Pendel- X
stutze. z
- Gleichgewicht am ausgelenk- 2 .
ten linken Tellbalken: Y >
y X
ZMXZO : My—Fw(x)ZO X
\/
Z
- Mit
_ d’w _ dw F
M, =—EI, I folgt: e +E1yw_0
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Mit k2 = F/(EI)) lautet die - Knickbedingung:
Knickgleichung:
o sin(kL)=0 = k:%
df+#w:0
* - Kritische Last:
- Allgemeine LOsung: CET
't: Y
w(x)=w,sin(kx)+w,cos(k x) o L’
- Randbedingungen: - Knickform:
. X
w(O)ZO > w,.=0 w(x)zwssm nz
w(L)=0 = w,sin(kL)=0
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

Fall 3:

- Gleichgewicht am ausgelenk- >
ten linken Teilbalken: /

> M*=0 :

M,—Fw(x)+xA,=0 -

Mit _ d’w 2
- Mt M =—FEI, 1 A X

d2w+ F A,
2 TEL VT EI

Y Y

folgt:
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Mit k2 = F/(EI)) lautet die - Randbedingungen:
Knickgleichung: w(0)=0 > w.=0
) C
d V2V+k2w=k2£x w(L)=0
dx F A
| > —~L+w,sin(kL)=0
- Allgemeine Lésung: F
dw
A oW
w(x)zfzyﬁwssin(kx) dx (L)=0
A,
+w,cos(k x) > 7 +kw, cos(kL)=0
dw _ A, S+kw,cos(kx) A,
dc F -> 7 =—kw,cos(kL)
—kw,sin (k x)
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Knickbedingung: 5

—kLcos(kL)+sin(kL)=0 4 |
- tan(kL)=k L

- Diese transzendente 2 |
Gleichung kann gra-
phisch oder iterativ gelost

werden: 0
kL =4,493 1 -
- Kritische Last: ° ' ? L > ) °
2
n E 1
F,,=k’EI, = ;
‘ " (7/4,493)*L°
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Knickform:
w(x)zws(—kxcos(k L)+sin (k x))

Smk(’ZL) > w(x)=w,|sin(kx)—sin (kL)

cos(kL)= 7

1.4
1.2 F

0.8 |
0.6 |
04
0.2

W/WS

x/L
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

 Fall 4:
. . ke L/
- Gleichgewicht am ausgelenk- —
ten linken Teilbalken: X
\ Z
> M*=0 : .
My—FW(x>+MA+xAZ:O - X _
A X
: d2W A M
- Mlt M :—EI z y
y Yy dx2 ] AZ X

d2W F _MA+AZ-X

folgt: o +EIy W= ET,

Prof. Dr. Wandinger 6. Stabilitatsprobleme ™ 2 6.2-13



2. Eulersche Knickfalle

16.12.20

- Mit k2 = F/(EI)) lautet die Knickgleichung:

d°w > o Mu+Ax
o +k"w=k 7

- Sie hat die allgemeine Losung:
— MA+AZ'X
B F

w(x) +w,sin (k x)+w, cos(kx)

dw
dx

— Fz+k(wscos(k x)—wcsin(kx))
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

: M M
- Randbedingungen: w(0)=0 : ?A+WC:O > ?A:—wc
W (=0 - vk =0 > Dio_
E(o)_o. 7 rhkw=0 > —=—kw,
M,+A_ L
w(L)=0 : A-; ‘—+w sin(k L)+w_ cos(kL)=0
> [sin(k L)~k L|w,+|cos(k L)—1|w,=0
dw _ i - : _
E(L)_O : F+k w.cos (kL) wcsm(kL))—O

- (cos(kL)—l)ws—sin(kL)wCZO
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Knickbedingung:

0= sin(kL)—kL cos(kL)—1

B cos(kL)—1  —sin(kL)

=—(sin(k L)~k L|sin(k L)—|cos(k L)—1]’
=—sin’(k L)+k Lsin(kL)—cos’(k L)+2cos(kL)—1
=—2+2cos(kL)+k Lsin(kL)

- Kleinste von null verschiedene LOosung: kL=2n

o | _ .. _An'El, ®EI,
Kritische Last:  F,=k"EI = = 5
L (L/2)
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Knickform: sin(kL)=sin(2x)=0, cos(kL)=cos(2m)=1

(sin(kL)—kL)wS+

cos(kL)—1|lw,=—2maw,=0 > w,=0

M X
> A.=0, —2=—w, > w(x)=w,_|cos|2n|—1
F L
0
-05
E S
=
-15 +
) |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

* Euler-Hyperbel.

- Mithilfe der freien Knicklange L, kann die kritische Last fir
die vier Eulerschen Knickfélle einheitlich dargestellt werden:

Knickfall 1 2 3 4
Knicklange 2L L 0,7L 0,5L
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

Fall 1: Fall 2: Fall 3; Fall 4:

h
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- FUr die zur kritischen Last gehdrende Knickspannung gilt:

Fkrit_anIy_ﬂ:zEIy_TEZ i,
A AL, L A L

O krit —

- Mit dem Schlankheitsgrad A\ =L/, gilt:

- Der Zusammenhang zwischen Knickspannung und
Schlankheitsgrad wird als Euler-Hyperbel bezeichnet.
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Euler-Hyperbel:

1
0.75 |
LLI
; 0.5 |
©
m
-
0.25 |
0

100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ax
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Die Euler-Hyperbel gilt, solange die Knickspannung unter-
halb der Proportionalitatsgrenze fur Druckspannungen liegt.

- AUS

O krit —

ergibt sich fur den Grenzschlankheitsgrad

. E
}\p—ﬂ: R_

p

mitR, =R, oder R, =0.8R,.
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

e Sicherheit:

Fur die Sicherheit gegen Knicken gilt: S, =—"=

Die geforderten Sicherheiten liegen zwischen 2,5 und 5.

Beil gegebener Sicherheit berechnet sich die zulassige

Spannung zu
P 9 Owir Our

Sk Sr

0 ,,—min

Im Gultigkeitsbereich der Euler-Hyperbel (A, >} ) hangt die

Knickspannung nur Uber den Elastizitatsmodul vom Werk-
stoff ab. Eine hohere Festigkeit des Werkstoffs flhrt zu kel-
ner hoheren Knicksicherheit.
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

* Beispiel: Stab unter Tem- / AT
peraturlast e

- Gegeben:
* Lange L =10m

* Tragheitsradius
i,=4,0cm

* Warmeausdehnungsko-
effizient o, = 1,2-10°K-!

- Gesucht:

* Konstante Temperatur-
anderung AT, bei der
der Stab ausknickt
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Normalkraft und Tempe- - Knicken tritt auf fr
raturlast sind konstant.
Daher sind Spannung

2
6|=E o, A T:okm:E%
K

und Dehnung konstant. >
: . : : > AT= !
- Die Lange kann sich nicht oy
andern:
AL=¢L=0 = ¢=0 - Zahlenwert:
- Aus dem Materialgesetz L,=L/2=5m=500cm
folgt: 500
E:%+OLTAT:O hg= 4,Ocm_125
S O':—EOLTAT AT:52.64K
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

* Beispiel: Fachwerk

- Ausfihrung 1: - Ausfuhrung 2:
| 4 5
|
i a1 2 3
a—»<+——(J—»
y L.
X
- Gegeben: - Gesucht:
e a FEI  Knicksicherheit S,
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Stabkréafte fur Ausfihrung 1: - Knicksicherheit:
e Stab 25 ist ein Nullstab. * Fur Fachwerkstabe
+ Die Stébe 12, 23 und 15 kann naherungsweise

mit Fall 2 gerechnet
werden: L, = L

sind Druckstabe:

N,=N,,=—F, N,.=—+2F . o
2 . « Fur die Knicksicher-

- Stabkrafte fur Ausfiihrung 2: heit gilt:
2
« Die Stabe 13 und 15 sind 5 =Sk T _TEL
Druckstébe: ol INl - LIN]

N13:_F, N15:_\/§F
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. Eulersche Knickfalle

16.12.20

Stab N L S,
12 -F a v 52;2
23 -F a .3 522
13 -F 2a 722 5211;
15 —2F V2a 2% fzif
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

- Folgerungen:

* Bei statisch bestimmten Fachwerken hangt die Knicksicher-
heit nicht von der Querschnittsflache der Stabe ab.

* Durch Nullstabe kann die freie Knicklange kritischer Stabe
verringert und dadurch die Knicksicherheit erh6ht werden.
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16.12.20
2. Eulersche Knickfalle

e Raumliches Knicken:

- Wenn die Randbedingungen in allen Raumrichtungen gleich
sind (Isotrope Randbedingungen), dann ist der Schlank-
heitsgrad mit dem kleinsten Flachentragheitsmoment zu be-

rechnen:
lmin_\/A’ K_i _

min

- Wenn die Randbedingungen richtungsabhangig sind (aniso-

trope Randbedingungen), dann mussen die einzelnen Falle
getrennt untersucht werden.
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